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Aufforderung^ 

ies Berausgehers des Archivs der Mathematik und Physik, 



Für Deutschland, welches aUe, von denen die deutsche 
Sprache geredet wird, jetzt mehr als jemals bald in Wahr- 
heit ein gemeinschaftliches Vaterland nennen zu dürfen die 
Hoffnung und das wohl envorbene, in mehreren Ländern 
tbeuer genug erkaufte Recht haben , ist eiir gemeinschaft- 
liches Maass-, Münz- und Gewichts-System eines 
der wichtigsten Bedurfnisse, wichtiger als Mancher wohl 
glauben mag. Dies hier weiter aus einander zu setzen, ist 
mmöthig und auch jetzt gar nicht meine Absicht ; von Neuem 
anfuhren ^vill ich jedoch, was der grosse Lapläce so schön 
und in kurzen Worten so bezeichnend über, den fiir jedes 
Land so hochwichtigen Gegenstand allgemein eingeftihrter 
Maasse, Münzen und Gewichte schon vor langer Zeit ge* 
sagt hat: 

„On ne peut voir le nombre prodigieux de mesures en 
usage, non seulement chez les dijQferens peuples , mais dans 
la m£me nation; leurs divisions bizarres et incommodes 
pour les calculs; la difficulte de les connaltre et de les 
comparer ; enfin l'embarras et les fraudes qui en resultent 
dans le conunerce, sans regarder comme Tun des plus grands 
Services, que les gouvernements puissent rendre a la societe, 
Tadoption d'un Systeme de mesures dont les divisions uni- 
formes se prStent le plus facilemeht au calcul, et qui deri- 
vent de la inaniere la moins arbitraire d'ui>e mesure fon- 
damentale indiquee par la nature eUe-meme. Un peuple, 
qui se donnerait un semblable Systeme , reunirait ä Tavan- 
tage d'en recueHlir les premiers fruits celui de voir son 
exemple suivi par les autres peuples dont il deviendrait 
ainsi le bienfaiteur; car Tempira lent mais irresistible de 



la raison Temporte, ä la longue, sur les jalousies nationa- 
les, et surmonte tous les obstacles qui s'opposent au bien 
sreneralement senti." 

Dass dieser Gegenstand in Deutschland bald eifrig in 
Angriff genommen werden %vird oder vielleicht schon genom- 
men worden ist, kann nicht bezweifelt werden; wer aber 
die grossen Schwierigkeiten desselben kennt und mit kla- 
rem Blick zu übersehen gehörig befähigt und im Stande ist, 
muss wünschen , dass man sich dabei weniger als bei irgend 
einem anderen von dem gemeinsamen Interesse Deutschlands 
gleich lebhaft in Anspruch genommenen Gegenstande über- 
eile, damit man nicht Gefahr laufe, am Ende doch eine 
Einrichtung getroffen zu haben, welche sich, wenn erst 
der scharfe Prüfstein des täglichen Verkehrs und des Han- 
dels und Wandels überhaupt an dieselbe gelegt "wird, als 
unzweckmässig und unpraktisch erweist. Insbesondere ist 
aber aucli sehr zu wünschen, über diesen Gegenstand 
möglichst zeitig die verschiedenartigsten Stimmen aus den 
verschiedensten Ländern zu vernehmen, damit derselbe nicht 
allein und ohne aUe Vorberathung von anderen Seiten Her 
der Entscheidung der in Zeiten ^le die jetzigen so belieb- 
ten Committees, Commissionen oder Deputationen anheim 
gestellt bleibe. Deshalb hat der unterzeichnete Herausge- 
ber des „Archivs der Mathematik und Phyjsik", 
welcher der für das gemeinsame deutsche Vaterland' so 
wichtigen Uebereinstimmung der Maasse, Münzen und Ge- 
wehte schon seit langer Zeit besondere Aufmerksamkeit 
gewidmet hat, und an den Bestrebungen der Gegenwart, 
ohne für den ümstiu*z alles ^Bestehenden ohne Unterschied 
zu sein, den lebhaftesten Antheil nimmt, sich entschlossen, 
mit dem Anfange des bald erscheinenden Isten Hefbs des 
12ten Theils seiner weit verbreiteten Zeitschrift in derselben 
der EinfJihrung eines wahrhaft zweckmässigen, fiir Handel 
imd Wandel %virklichen Nutzen und wesentliche Erleichte- 
rung versprechenden gemeinschaftlichen Maass-, Münz- 
und Gewichts -Systems in Deutschland eine besondere Ru- 
brik unter der Ueberschrift : „Deutsche Maasse, Mün- 
zen und Gewichte" zu widmen, und hofft in üebereirt- 
stimmung mit der Verlagshandlnng die Einrichtung so zu 
treffen y dass die diese Rubrik enthaltenden Bogeii auch 



ab^sendert von der eigendichen Zeitschrift za einem :gaiiz 
geitegen Preise verkauf Uch sind, deshalb auch mit besoil- 
dem fortlaufenden Seitenzahlen versehen werden sollen und 
künftighin zu einem besonderen Werkchen, dem dann auch 
ein entsprechender eigener Titel beigegeben werden wird, 
mit einander vereinigt werden können. In diese Rubrik 
wird der Herausgeber Alles ^ was über die Einführung eines 
gemeinschaftlichen Maass - , Münz - und Gewichts - Systems 
in Deutschland irgend zu seiner Kenntniss gelangt, aufneh- 
men; weil aber hiebei nur gemeinschaftliche Kräfte mit ge- 
h5riger Nachhaltigkeit wirken können, so lässt derselbe 
nicht bloss an die Mathematiker und die Leser seiner Zeit- 
Schrift , sondern an aUe und jede', welche für den besproche- 
nen höchst wichtigen Gegenstand sich in irgend einer Be- 
ziehung interessiren, ferner auch an die politischen Klubs 
aller Arten und Farben, in allen Ländern hiermit die Auf- 
forderulig . ergehen : 

ihm,: die Einführung eines gemeinschaft- 
licjhien Maass-, Münz- u. Gewichts-Systems 
. in allen Ländern deutscher Zunge betref- 
fende ai^sführlichere Aufsätze, oder auch 
bloss i^ahin zielende einzelne Vorschläge 
baldigst und in reichlichstem Maasse zum 
, Abdruck in der genannten Rubrik einzu- 
senden. . » , 

Für den schleunigsten Abdruck aller irgend zur Auf- 
nahme geeignet scheinenden Mittheilungen wird gewissen- 
Iiaft Sorge getragen werden. Die Bedingungen der Auf- 
nahme sind die för das Ai^cMv überhaupt geltenden und 
kauten' als^^ allgemein bekannt angesehen werden; übrigens 
ertheilt die dem ersten Theile beigegebene ausführliche An- 
kündigung darüber weiteren Aufschluss, und wird nur be- 
merkt, dass für keine der mehrere Himderte übersteigen-» 
den trefflichen Abhandlungen , die in den bereits erschienenen 
eilf Theilen des Archivs enthallen sind , irgend ein Honorar 
bezahlt worden ist, und nach den stets festzuhaltenden 
Gesetzen des Instituts auch nicht bezahlt werden darf und 
kann. 

Der Herausgeber hofft auf dem vorher näher bezeich- 
netexk Wege in dem späterhin aus den einzelnen Bogen des 



Archiv« zu bildenden besonderen Werkehea eine mit der 
Zeit selbst fortgeschrittene, nnd mit der succes- 
siven Ausbildung eines gemeinschaftlichen Maass-, 
Muna- und Gewichtssystems in Deutschland stets 
gleichmässig Schritt haltende und mit derselben 
augleieh entstandene Sammlung wahrer Acten- 
stücke zu bilden, welche eben deshalb für alle 
Zeiten einen wahren historischen Werth haben 
und nothwendig eine we|t grüssere Auctorität 
und Autheiiticität besitzen wird, als die nach der 
ersten französischen Revolution in gleichem Falle 
bek£^nntlich in sehr grosser Mannigfaltigkeit in 
Frankreich' erschienenen Schriften gross tentheils 
besitzen, 

Dass Aufsätze der bezeichneten Art, deren Zusendung 
wie gewöhnlich auf dem Wege des Buchhandels über Leip- 
zig mit der Aufschrift: j^Für das Archiv der Mathe- 
matik und Physik (Koch's Separat-Konto)" erbe- 
ten wird, reichlich eingehen mögen, wünsche ich sehr, und 
bitte zugleich die Herausgeber anderer Journale oder auch 
blosser Localblätter, wielchen die vorliegende Aufforderung 
zufällig zu Gesicht kommen sollte, zur möglichst weiten 
Verbrettung deriselben durch deren Aufnahme in ihre Zeit- 
schriften im Interesse des gemeinschaftlichen deutschen 
Vaterlandes das Ihrige kräftigst beizutragen. 

Greifs wald im Mai 1848. 

Der Herausgeber 
des Archivs der Mathematik und Physik* 

J. A. Grunert 



Theoremaita quaedam de Ijemiiisc^ita 

Bernouillana. 

Auctore 

D. Bierens de Haan, 

Math. Ma^. et Phil. Nat Doct. 
ümstelodameB«!. 



1. Lemniscatae BernouillaDae aeqaatio, si curvae centrum et 
üdn pro origine coordinatarum rectaDgularium et axi abscissamm 
ramamiis, est 

(x*+y^)^=a^(x^-y^. (a) 

nbi a est cnrvae semi-aus. 

Si carvae centmin et axiii pro polo et axr coordioatarum po- 
hriom snmamasy ejus aequatio est 

r^=d^Cos2g> • • (b) 

Lioeae e centro dactae, cum altenitra axis parte angulum 
45^ incladentes» carvam io ceotro tangunt, quod ex aequatione (b) 
(ob r^=0) patet,. onde Taogentes Centrales Duncupantur. 

2. Theorema L Lemniscatae seini-axis media proportio- 

nalis est radium vectorem ioter et normalem polarem 
cajasyis curvae puncti; quando systemate (b) utamur. 

Ex aeqoaüoDcT (b) enim sequitur: 

dq> r 

nnde normalis polaris invenitur 

TheU XI. 1 



3. Corollarium. Hinc sequitur methodus normalem dueendi. 

1d radii vectoris productione inde a centro partem suroas seroi— 
axi aequalem, ex cujus fine ad axem rectam ducas rectae paral^ 
lelani^ e vertice ad punctum datum ductae ; cum recta, ita4n axi 
inde a centro praecisa, e puncto dato circuli arcum ducas, qui 
perpendiculum e centro in radium vectorem erectum in duobufiv 
punctis secabit, quonim unum cum puncto dato conjungendum est» 
ut normalem habeas. Quae seiectio in figura nullius erit difficul- 
tatis. Caeteroquin patet^ alteram intersectionem raiere pro altera 
radii vectoriiä producti extreinitate. 

4. Theorema II, Circulus osculatorius cujusvis Lemnisca- 

tae puncti (rx>, ^i) in eodem puncto curvam intersecat, 
nee non in puncto, cujus radius vector est 

Cujus circuli aequatio polaris in systemate (b) est 

r^^— 2(gCos9+i2Siny;r + |2 + i?2 = p«, . . (4) 

ubi £ et 17 sunt coordinatae centri osculationis et q radius curva* 
turae. Herum valores inveniuntur e&se . 

quibus in aequationem (4) substitutis, fit 

r2— ^??(CosVi-Cosg> — SinVi.Sin9)r+?i^=:0. .. (5) 

Pro puncto intersectionisj si adsit» sint coordinatae polares 
f*2> ^2 9 simul esse debet 

r^^ — 5 — (CosVi-Cos972 — Sin'opi .Sin92)'*2 +^ = 0, 
Sri ^ J 

ra*=a^Cos2ya; 

und«! eliminando r^, 

(3a* Cös 2(p2 + ö* Cos 2g?, )» a* Cos ^tp^ 
== 16a4(CosV Cosg>a— ^'nVi-Slng>a)^o«Cös2g)a, 
vel 

2Sin329i . Sin 2(p^ . Cos 2(p^ 
=-- Co8«2g>a . Cos 2^1 (1 + 2 Sin229?i) + 2 Cos 2^2 — Cos»?^! ; 

tmdQ qaädfando et rqduc^ndo 






(?)=^ 



Co$29)i 
erit 

0=4/1 (p»^3p«+3p - 1) - Cos«29x<3p4— 8pH6/?* - 1) 

=(p - 1) 3(4/^ ~ (3p + 1) Cos^2(pi }. 

Tres factores ü — 1=0, vel p^l, indlcant contactum secundi 
oidim?^^ sive oscvlationem una^cuni intersectione obtinere in puncto 

SI'S^)*. Qu^urtam vero intersectionem^ si exstet rationaiis, petere 
ebemos e qaarto iactore, un4e 

'^ "" ri« " 4— 3Cos22(^i 4a2— 3ri ^ ' 

et 



^2 = 



f < 



V(4rt£--.3yja) 



Corollariumi Inde seqnitur pro vertice, ubi ri=:ra, etiam 
r2=a esse, unde hoc punctp contactus tertii ordinis obtinet. 



5. Theorema IIL Lemniscatae tangentes, Tansentibus 
Centralibus parallelae, cum bisce qiiadrahim emciunt. 




(ar'«+/2)2 = 2a«a:'y'; ..... (c) 
imde 






ergo 

pro y' raaximo, y^'^zuZxx^^ et ex (c) x^ ^=\aVl, 

■ 4 

pro ü^' maximo, :ri'*=3yi'®, et ex (c) Xi=laVyy 

1 ♦ 



(6) 



Quia vero elucet, pro y* et x* maximiB respective Xx et y^ 
cum directioni tangentts alteri Tangenti Central! parallelae coincidere, 

4 

sequitur illas cum hisce quadratum efficere, cujus iatera iaVV 
aequaiia sunt. 

6. t]aeterum ex valoribus x^ et y^ (6) faabemus pro valori 
radii vectoris correspondentis , e centro divergentis. 



Hinc dedueitur 



Cos29)i=:ii5 = VL 2g?i=30o, g>i = 15o. 



2 



a 

Unde ex nota proprietate sequitur 

Corollarium 1. Radius vector, qui contactum curVam inter 
et hocce quadratum centro jungit^ Lemniseatae Quadrantis 
aream bisecat. 

7. Quia hoc radio vectore in quadrato triangulus rectangulus 
determinatur^ cujus area est 

ubi Q est Lemniseatae Quadrantis area, nobis est 

Corollarium 2. Figura mix;talinea, quae in quadrato memo- 
rato a Lemniseatae arcu determinatur, inde a 9>=45^ asque 
ad 9=15^, Quadrantis quartae parti aequalis est. 

Est enim (igurae hujus mixtaelineae area 

8. Theorema IV,- Area pro quovis Lemniseatae puncto 

radium vectorem e centro divergentem inter et axm con- 
tenta, areae trianguli aequalis est, qui Iatera [habet 
eundem radiüm vectorem, normalem polarem in syste- 
mate (b)> et lineam, e curvae centro ad mediam lUam 
normalem ductam. 

Area sie definita exprimitur integrali 

9Po t/ t/^ 



o 



(7) 



Trianguli memorati area dimidio areae aequalis est trianguli, 

cujus Iatera sint idem radius vector, subnormaiis et normalis pola- 

is in systemate (b) ; ex formula (2) vero sequitur valor subnormaiis 



=V ($-"'H ^- ■• 



(8) 



Hiiic emimus pro prioris trianguli area 

9. Ut aream exprimamus, jnter cujusvis Lemniscatae puncti 
ordinatam, curvae arcum et axin contentam, in formalam notam 

g' = ß ydx 

▼alorem y ex aequatione (a) deductum, nempe 

y=\l -«'— ^^ + «V(«^+8tg^) 

sttbstituamuSj^'ac ponamus 

fit 



W 



qaod iotegrale ut rationale reddamus^ ponanius 

■ i — - — ^=w*, 

V 

unde, qaia v generaliter ta non est aequale» sequitur 

Ergo integrale ipsum fit 

dum limites fiunt 

pro x=iXiy t?=2ari*, tö=2i:=tangg>i ; i 
pro ;r=ay t? = 2a*, w=:0. J 

10. BBnc 

Theoretna V. Pro quocanque Lemniscatae puncto {x, y) 
construas A quartam proportionalem ad r, x et y^ JS 
et C tertias proportionales ad r et a, et ad r et ^ re- 
spective; D quartam proportionalem ad r> £ et ^; 
rectangulus, o inter et D constructus, areae aequalis 



I 



Archiv« zu bildenden besonderen Werkchea eine mit der 
Zeit selbst fortgeschrittene, und mit der succes- 
Biven Ausbildung eines gemeinschaftlichen Maa^s-, 
Muna- und Gewichtssystems in Deutschland stets 
gleichmässig Schritt haltende und mit derselben 
augleieh entstandene Sammlung wahrer Acten- 
stücke zu bilden, welche eben deshalb für alle 
Zeiten einen wahren historischen Werth haben 
und nothwendig eine weit grössere Auctorität 
und Autheiiticität besitzen wird, als die nach der 
ersten französischen Revolution in gleichem Falle 
bek£^nntlich in sehr grosser Mannigfaltigkeit in 
Frankreich' erschienenen Schriften gross tentheils 
besitzen* 

Dass Aufsätze der bezeichneten Art, deren Zusendung 
wie gewöhnlich auf dem Wege des Buchhandels über Leip- 
zig mit der Aufschrift: jjFür das Archiv der Mathe- 
matik und Physik (Koch's Separat-Konto)" erbe- 
ten wird, reichlich eingehen mögen, wünsche ich sehr, und 
bitte zugleich die Herausgeber anderer Journale oder auch 
blosser Localblätter , welchen die vorliegende Aufforderung 
zufällig zu Gesicht kommen sollte, zur möglichst weiten 
Verbreitung derselben durch deren Aufnahme in ihre Zeit- 
schriften im Interesse des gemeinschaftlichen deutschen 
Vaterlandes das Ihrige kräftigst beizutragen. 

Greifs wald im Mai 1848. 

Der Herausgeber 
des Archivs der Mathematik und Physik, 

J. A. Grunert 



f jSi fociiQi ^t sJiin Lemniscatae pro poio et axi coordinatarum 
polänam (r,q>) assumanms, facile Lemniscatae äeqüätto ptodit; 

r^-^ier^Costp+ie^r^^e*; . . . . (d) 

uode "^ 

Cos -- !l+i?!2fn£? 8(p_ r^—3er€os(p-i-2e^ , .^^. 

4er* ' Br er^Coaq) 

i 

quorum ope eruimus aream memoratam esse 

iJ v(.^-e'«)«.V(-?:;+6!f-l) W 

Est är6& trttmguli commeniotati: 

_ * / /r-f-e+fV2 r+c— flV2 r — g + eV2 -^T-fc + ^V 2^ 
-y ^ ^ ^ -^ _ ^^ 

-.4/ /(r+f)^2^ -(r^e)2-|-2eg \ _ ^ /r2+2cr— c^ — r^+2gr+gg \ 

" Q. E. D. 

13. Theorema VIIL ClMültim deisedbäfi^ in Lemniscatae 

totum axin, nee non duos eirculos e* focis cum radio 

excentricitati aj^quali;. porro lineam ducas cum perpen- 

diculo^ e centrö in atin erecto, eundem angulum effi- 

cientem, ac radius vector, segmentum quodvis Lemni- 

/ scatae- abscinden^s^ cum ^^xe includit: haecce litiea a 

-figura curvalinea, (quäe in primo circulo restat ;p^ifet 

arearum ei cum duol^us posterioribus circuHs communium 

^dd^ractionem) ^nde a perpendiculo memorato pärtem 

- abscindit^ qnae^iHi Lemniscatae segmento aequans eist. 

Sit (tab. I. Fig. 1.) ^JOQc:=:^AOP=q>j^. Si iineae OQ 
cum circulo OF intersectionem M cum foco jungas^ erit 

■^•-"•»-- -> '•'■ • ^OFM=2^JOQ—2q>i. 

Segmentum OXMO=2e^(pi.^-ie^Sm'2(pi 
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qüod 81 a valore Sectoris OJQO=a'^<pi.^^ absdodaü, mäoet 

figura mixtalinea OJQMXOz=zla'^Sm2<pn idem valor ac (7). 

Q. E. D. 

14. Theorema IX, Aequationis 

integraliuin amborum valöres 

x^=aQosi\>.^ ^—^, y=aSinifi.CosiJ;.Vi| . /jyx 

unde r*=a*Cos*t(; ) 
et 
aSintl; a Sinti;. Cos tl; i « a^Sin^ .mq\ 

ad Lemniscatae arcus complementares pertinent. 

Primo ex aequatioDibus (17) sequitur 

\ 
Vl(aa-)«+(c!y)«! 

PoTTo ex aequationibos (18) sequitur 

Ci« +i3^ ; -U' ; - (i+Cos»a-" (l+Cos«i(;)» 

ita ut revera et aequationi differentiali (16) satisfaciant et Lemni- 
catae coordioatas exprimant valores (17) ut et (18). Deoique ex 
aequationibus iUidem eruimus: 



1» 

t 

quae omnino est relatio biter arcaam Gomplementariuiti: radioA 
vectores. 

15. Theorema X, Leinniscatae arcns directi (id est, qui 
a centro initium ducit) duonim arcuum directoram (qui- 
bus respondeant radii vectores r^ et r^) summae vel dif- 
ferebtiae aequalis, radius vector r vaiorem tiabet 

Ex formula (20) enim sequitur, post reductionem, 

4 |8r,.V(o4— r24)±öra.V(«*-ri4)}. i 

*^— " (a4+ri«ra*)«V(a*-ri4)(a*— r,*) ^ ' 

(a*+ri*ra)* '^ 

I 

et integrando 

Ard.dir.(r)=Arc.dir.(ri)±Arc.dir.(ra), . . (22) 

Q. E. D. 

16. Hyperbolae Aequilaterae, quae axin majorem » centrum 
et vertices cum Lemniscata ßernouillana communes habet, (cujus- 
que Grenzpunkt eocurve ergo est Lemniscata) aequatio polaris 
10 systemate (b) est 

/2«Cos29=:a«; (e) 

ergo ^ 

jR«r«=a* et Är = a« (23) 



Hinc sequitur 



^s^ßTangSy; (24) 



nnde 



Sttbtangens Hyp. = /2Cot29, 

Tangens Hyp. =jRCosec2y, J . . . (25) 

Subnormalis Hyp. = iZTang %p ; 
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d«fni> eaeitoiii ll»«fte '•- pro Lemniseata sviit 

SubtangeDs Lemn. zrrCotS^, 

Tangens Lemn. =rCoseq29>«[ . , .,. :' (26) 

Subnormalis . Lemn. =:= r Tang 2^. 



■ • • » 



■«.I II 



Habemus igitur, quod ad Lemniscatam Bernouillanäm et Hyper- 
bolam Aeqailateram coxre&ptuideiiteB» ifk hoc systemate (b) sive (e) 

Theorema XL Cujusvis Lemniscatae puncti normalis Hy* 
perbolae pmreti correspondentis (ia «st eodem anguto 
polari gaudentis) radip vectore aeqüalis est. 

lEx form. (2) 'enim seqoitur valor normalis hujusce 

i^a^ Rt « 

ß^a^mt ^p^iiMa «^i^na m^ 

r r ' . 

Theorema XU, Altedtis curvae Subnormalem inter et al- 
terius Subtangentem rectangulus quadrato in semi-axiu 
constructo aequaiis est. 

Ex form. (25) et (26) sequitur: 

Subn. Hyp. xSubt. Lemn. = Subji.Lemn. ><Subt. Hyp. 
= ÄTang29.rCot29=;:/2r=a2 

Theorema XIIL Alterius curvae Tangentem inter et atte- 
rius Subnormalem rectangulus quadrato in Hyperbolae 
radium vedtorem constructo aequaiis est« 

Nam est ex form. (25) et (26) 

Tang. Hyp^XSuba. Lemn. ==:Tang«Lemn. X.Subn.Hyp. 
Ä fi Cosec2yx:rTang29?=/ZrSec29=o«Sec2y=Ä«. 

■ 

17. Theorema XIV, Circuli, qui per Lemniscatae duos 
focos atque punctum qupdvis {x^, Vi) transtt, radius 
tertia iproportionalis est ad puncti liiius ordinatam et 
semi-axis dimidium. 

Circuli . commemorati centri^ quod in perpendiculo^ e curvae 
centro in axin erecto, jacere debet, abscissa sit p; tunc aequatio 
circuli in systemate (a) , ; . 

^^+(y-p)^=i^: (27) 

pro alteri focorum et punctum curvae fit 

^i + (yi-p)*=ra, ia*+;^*=r«;. . . . (28) 
qoa^i^ differentia dat 






I t ■ . - - . • . ,■ l; 



u 



• ' ■■ P-r ' " L — : — *"• ■" r - . 
quo valore in aequationum (28) ultimam^substitato, eruimus 

- 2a'»yx''+a»(V-v,')-a«(j;ia.|.y^a)-|.<aa _iaa 

;. : ■ ■ T .^:- ■•■:■ • .- 4y,* ^— 'd^' 



: ; 7 



et 



'. . . l . . > I 



18. Corollarium, Hinc deducttur Lemoiscatae constructio- 
satis apta, puto: ". 

"■ Circfiio» ddBoribas, quorum ceDtra m perpeDiKealo » e emr* 
vae centro in axtn erecto, sita sinty |ier lOcoistraosientes;. 
ra4ium ad focum duc^s » in auesi excurvae centro p^rpen- 
diculum demittas, auod in illo radio inde a focö partem de* 
termiiiat 2^|; aequatem: cujus igitur dimidio in perpendicutö 
. priori ab utraque. nodi parte coliocato, ex extremitatibfis axi 
parallelas duca«', quiaruiH cum circulo int'ei'sdctio^es Lern- 
niscatae puncto danunt. _ [ 

19» theqfßmß XV. Involucnim (Enveioppe) circülarum, 
.. qui .^x Hyperbölae Ae^ifaterae medio; tadio vectoi-e, e 
centro curvae divetgehte;' cum bocce dtmidto radiö ve- 
ctöire ducuiitur.. e^t'L^itiüiiscata BemouHlanä. 

Circttli nieniörati n^cösse per öentrum corvae tran£emt Id 
coordinatarum rectangularium systemate (a) habemoife igitur» a^ua^' 
tioDes circuli et Hyperboiae Aequilaterae pro puncto quovis (a, ß) 



.^l ■ ■ / 



ar«+y*=2a«a:+i/Sy)=«a;+/Sy, ... (30) 
«a-/r«=a« (31? 

DiffereDtiaodo hasce aequatiohes, qiiod' ad variabilia parantetra a 
•t ß, ii«i)i« est : 

0=«3«4^8ß» et a«0«-2|JS^=:Ö; - 

unde ■ ■ ' ' ' ' '•■ • •'■ '•'■■'■ •'■"■■■ ■ '" 

ßx=:—ttyi (32) 

ergo ex aequatione (31) 



KTO>r4-C»»» 



ax Q — ay 



/ 
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quibus iii aequationem (30) substitutis, eruimus 

vel ' 

(0:2 + 3^2)2= a« (^2 -y«), (a) 

aequationem Lemniscatae BernoulUaDae. 

20. Corollarium 1. Circulus memoratiis, pro aliquo Uy- 
perbolae radio vectore constnictus, Lemniscatam tangit m 
puncto, cujus radius vector ab altera axis parte eundem cum 
eo «flQcit angulum^ ac ille primus radius vector. 

Est enim ex foim. (32) 

ß~ y' 

quae quotientes repraesentant tangentes goniometricas angulorum 
radios vectores illos ioter et axin contentorum. 

21. Corollarium 2. Sequitur^ exinde methodus Dormalem 
ducendij nempe: 

E medio cujusvis Lemniscatae puncti radio Tectore in eum 
perpendiculum erigas, cujus cum linea, ab altera axis parte 
cum' eo eundem angulum efBciente ac ille radius vector , in- 
tersectionem puncto jungas: normalem construxeris. 

. Quia Lemniscata Bernouillaua locus geometricus est proje- 
c](ionis centri Hyperbolae Aequilaterae in tangentes (Fusspunk- 
tencurve), sequitur, si ex radii vectoris extremitate in eum per- 
pendiculum erigamus, hujus cum linea memorata intersectionem 
punctum esse Hyperbolae Aeauilaterae, lineäm igitur ipsam radium 
vectorem esse tilyperbolae. idem deduci potest ex aequationibus 
(b) et (e)', unde 

ra= a« Cos2g) =. /2«Cos2g? . Cos 2g>, 

veU 

r=/2Cos2g>. 

Elucet ergo, medium bujusce radii vectoris determinari constru- 
ctione in hoc Corollario praescripta. Quod denique linea» quae 
hoc punctum cum Lemniscatae puncto jungit, normalis sit, ex 
Theoremate XV. necessario sequitur, nam est radius respectivi 
circulorum memoratorum. 
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tesses, d^compos^es suivant chaque direction» on aura une somme 
oa des soromes de vitesses, c'est ä dire une somme de termes, 
ehacun multiplie par un coefficient differentiel relatif ä la variable t 
Quoique cette maniere de d^terminer les equations d'une tra- 
jectoire^ appartient tout ä fait ä la m^canique, on eo peut nean- 
moins faire usage dans la geometrie, puisque toute courbe peut 
^tre consideree comme la trajectoire ann point, mu suivant une 
certaine loi, simple ou moins simple ou meme tres eompliquee. 
Et bieo que la marcbe ordinaire, en se servant seulement^ ou 
autaot qu il peut, de consideüaitions geometriques , est la plus 
eourte dans nombre de cas; e#p4iidant il pourroit que Temploi des 
eonsid^rations dynamiques mentionnees offrit des avantages räels, 
so\is le rapport de la simplicite* \ Mais cette maniere merite l'at- 
tfeiitioti ioitt on autre |)olnt de tu«; oW qu'elle otr^^ dnuffbü- 
l^^ignement des el^mens de la Dynarniq^Cf des exempjes tres in- 
ätnictlfe pour'äpprendre k dlstlnguet leS'ttiouvcmcnt» pattlels ' oi^ 
^l^entaires; dont 1(6 compose iiit^iiifQvement eompHqi»^ dpnii^, 
a former les e:i^pressions analytiques de ces mouvemeuts^ ou "mi^me 
'ä 'parrenlr atix Equations d^termm^es d*im moiivenient' probostf. * 
^'■- Cette obseryafion sO pr^sentalt nätureHeinent, en refl^nissaDt 
sur le Probleme, propose par Mr. le Docteür Dienger, dans Je 
tom.e IX. page 114. de ce Journal, et mon but est d'eclaircir et de 
developper sommairement, dans cette note,/ ce que je viens de 
remarquer en g^neral. Pour cela je me borne aussi ä quelaues 
exemples, traites sans d^tails^ nvais de iiianiertf que, par l'inaica- 
tion succincte de la voie ä suivre, et en rapportant les resultats 
diijcalcul» ils pourront servir d'exercices. I^nfin, conmej'^ fix^ 
mon attention sur ce point special par la lecture de T^nonci^ du 
Probleme cite, j'emprunte les exemples du meme sujet, auquel 
ce Probleme se rapporte, et je me propose, en consequence, de 
montrer, comment, par les regles simples de la d^composition et 
de la composition des mouvements, on parvient ä determiiier les 
^^atioos de quelques courbes cycloidales planes, :!quoiqike la 
mWe methode est appUquable ^galement, s'll s'agit de tout autre 
genre de courbes, planes ou non planes, dont la gen^ratton efift 
aiaisimilee ad mouvement determine d'un point. 

* • 

;■■: ••'■ ■ r ■■'■■■ ■"•• 

' • Qu'il soit propose,, en premier lieu, de determiner requation 
d^-Ia cycloide. Soient AX, ^F(Taf.I. Fig. 2) les axes des coordpfi- 
hees rectangulaires o: et ^; AXlai base de lacycloide; A fprigine öu 
Vuoe des extremitös de la courbe; M le centre du cercle g^n^ra- 
tear dans une position quelconque , et P le lieu corresponoant dp 

Soint g^nerateur. Soient encore r le rayon du cercle, B le poiot 
e contact avec la base, et op Tarc de cercle, dont le rayon «at 
Funlte, et mesurant l'angle PMB, decrit depuis Torigine du mou- 
vement, on aura AB=axcPB=:rq>. 

Le point P a denx mouvements, car en m^me temps qa'ii 
avance avec le cercle, ronlant ie long de AX, \l suit la clrconfö- 
rence, en tonrhant autour du centre M. Le mouvement progrea- 
«if est exactement ^gal ä colui du centre ilf , et si , dans le temps 
Bt, le -rayon MB däcrit larc ^l^mentaire 9^, on pourra exprimer 
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la vitesse angulaire par ^ ; paV cons^qüant la vitesse du centre 
M 9 traosporte parall^leineat ä la base AX, sera =r.-^9 puisqüe, 

■vi ', : 

ä cause de AB=:MDz=siTcPB , le point M parcourt toujours «to 
ciiciBiio».:de longueur egale a celle de larc« qui aura ^t^ en con- 
l»et aviäo la (»ase AB. Aio«i ie point P aura, en premier lieQ« 

une vitesse, parallele^ Taxe ir, =r. -,^. 

■ et 

En tournant avec le cercle, le point P, dans le terops dt, par- 
eoyHrarc rdw; la vitesse sera done r.^; et comme -le moüve- 

-. Ol 

ment« dans cet instant diffi^rentiel, doit etre cense avoir {ieu dans 
h direction de la tangente VPE, de P vers E, ii faut la däcom- 

Foser en deux autres, parallelement aux axes coordonn^es. Or 
i^ngle PCX est mesnre par un arc = 180^ — 9; done les vites- 
se« d^omposäes seront: 

1^ parallelement k Taxe des a?, = — r -^eos^; 

20 parallelement ä Taxe des ^, = -f r ^sii^^^» r . 

f 
Ainsi, d^notant les vitesse« totales du point P, paralleles aux 
axes des x et des y, par -^ et par ^j^, on aura finalement 

ox d(p ccp 
dy dm . 

D'abord on voit aisement que, pour traiter ces ^uations, M setä 
permis d'^Crire: / |i 

Sst'^rd(p — rd(p cosqf, 
Sy=rdq)shiq>i 

et comme les memes formes d'equations se presenteront dans tous 
les aiitres exemples, dont le traitement fait le sujet de cette note, 
je i^is^erai, pour brievet^> d'ecrire dans la suite le numerateur d^ 
dans les expressions dies vitesses. Des equatlons pröc^ddntes les 
iBt^aies seront 

ar=ry-r-rsing>r|-c, = . ,1 



• t 



A 1 origine d« moiivement on a frscO» y^ssO, ^=:0; pat eoiia^ 
qaent c=0, c'=ry et par suite v 
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x=rq)—r Sin q> i ^|. 

y=:r — rco8q> S 

et c'est le Systeme connu d'equations^ qui donnent i'^qaation de 
la cycloi'de par l'eiimination de q>. 

Si, en coDservant ce Systeme d'^qnations,, on veut introdnire 
le temps, on supposera le mouvement de rotation da cercle g^^ 
rateur uniforme, et en nommant la vitesse angulaire co, il e^t 
clair, qu'on aura g>=Go.f; donc 

y=r— rcos©^. J 

On pounra aussi remplacer o par — ^ quand on signifie par a la 

vitesse du mouvement progressif uniforme du centre M, 

De la meme maniere on trouve les equations de la cycloTde 
allongee et de la cyeloide raccourcie. Alors le point gänärateur 
se trouve sur le rayon ou sur le prolongement d*un rayon du cer- 
cle gänerateur. Soit la distance ae ce point au centre = a ; sod 
mouvement progressif aura pour^mesure, comme prec^demmen^ 
rdq) ; mais autour du centre le cbemin parcourru , et par consäquent 
la vitesse k d^omposer, sera ä präsent a8q>) de sorte qu'on par* 
vient aux äquations diffärentielles 

da:=:rdq) — ad^cosg?, 

et, en observant quau comniencement du mouvement 5 on a x^^O, 
y= — (a— r), a pouvant etre >r ou <r, et fp=:0, on obtiendra 

x^rv~asinq>, j ^^ 

y=r — aeos(p. * 

Ordinairement on prend pour axe des a: la base de la cycloTde 
allongee ou raccourcie , c'est ä dire la tangente, passant par lai 

Soints les plus bas. Donc il faudra employer une nouvelle or- 
onnee y', liee avec la primitive par la relation y'=y + o — r, et 
le Systeme d'^quations (3) se transformera en celui ci 

a:=rq> — asing>, 1 ... 

y'=a — acos^); \ 

duquel se deduisent, par Telimination de tp, et suivant que a 
est >r ou <r, les equations ordinaires des cycloides raccourcies 
ou allöng^es. 

Dans le traitement de cet exemple simple je suis entr^ daii9 
quelques d^tails, aiin d'eclaircir completement mes idees, expri- 
m^es d'une maniere generale k la tete de cette note, et afin de 
ne laisser aucun doute sur les points essentiels de la methode en 
question; mais par runiformite de la marche je pourrai me dis- 
penser, de donner des däveloppemens aussi amples dan» les 
exemples süivants. 
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11. 



Poar r^picycloide (Tab. 1. Fig. 3.) si la hase circulaire a un rayon 
OBssia^ k) cerele g^n^rateur nn rayon BCzzzb, .que le mouve- 
ment est commenci^ en Ä, et que larc, mesurant i angle AOB» 
est de retour 9>, Tarc Aß sera = ag>, et prenant Tarc SP=:zAB, 



correspondant du point^ qui decrit la courbe. 
Donc> paisque BPzizag), Vsltc, mesurant i'angle BCP äquivaudra 



P sera le lieu 

E 

j-q). En meme temps que le point B aura parcouru Tarc AB, 

le point Csera porte par nn arc ou cbemiii =:(a-t-6)9. Dans 
r^lement 8^ du temps ce chemin devra ^tre reprösentä par (a+b) dw, 
et la direction de ce mouvement ^lementaire sera parallele ä la 
tangente BD, Donc^ parceque ce mouvement de C a lieu ind^- 
pendamment de la rotation» soit du roulement, du cercle CB, le 
polot P partieipera ä ce mouvement tränslatif le long de la tan- 
gente, et bien ^gal^ment, comme cela a lieu pour le mouvement 
progiressif dans le cas de la cycloVde. Par consäquent ii faut d^- 
composer ce mouvement en deux autres^ paralleles aux axes OX, 
OFy et comme I'angle BDO entre Taxe OX et la tangente BD 
a pour mesure un arc ^n — (p, et que la vitesse d^compos^e pa- 
raUeiement ä OX appartient ä un mouvement de X vers O, dans 
le sens n^gatif^ les mouvements decomposes seront: 

P. parallelement ä Taxe OX =-*-(a + 6)89.sing), 
2®. parallMement k Taxe OF = + (a + 6) 8g).cosg). 

A ces mouvements il faut joindre ä nresent ceux, qui räsulterout 
de la decomposition du mouvement de rotation du cercle CB Or^ 
en menant vE parallele ä OX, il est övident que, si le cercle 
CB n'aurait uas roui^ le long du cercle OB, mais qu'on l'aurait 
pouss^, paralUlement ä lui meme, le long de AB, le rayon, qui 
ittat^ au commencement du mouvement, dirig^ suivant ^O, aurait 
nirte le temps t, c'est ä dire ä Tinstant ou Ton considere la po- 
ntion du point P, la direction CE, parallele a OX, Par conse- 
qaent» cotnme le cercle roule, et que le point, qui, äTorigine du 
moiiyement, se trouvait en A, se trouve actuellement en P et 
boB en E, ou il 'aurait ete sans le roulement du cercle g^nera- 
teur, le point E sera rau par un angle ECB + BCP, ayant pour 

meaate un arc 9+t-9=( — r~")^' Ainsila longueur totale de 

rare ßBP ötant =6. (^^-r^^9>' *« mouvement differentiel de P 
toivantlacirconf^rence du cercle generateur, ouplut6t suivant ladirec- 
Im de la tangente FPG, sera exprime par ^( ^1" ) 9- Donc, 
HDsqa'Qn vxAt ais^ment que I'angle, entre OX et la tangente GF, 
paar mesure — 5— 9> — i^r, les mouvements d^cömpos^es devi- 

jdronti 
Theil XL 2 
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1«. parallMement ä Taxe OX =+ ^ .My.sin^^ + i^^g,, 
20. parallelement ä Taxe OF = -^L+^.öSgj.cosC^L+i^gi. 

Prenant enfin la somme des vitesses ou des mouvemeots de mtoe 
direction, integrant, et observant» qu'ä rorigiue da mouvement -an 
a x=a, ^=0, il en rösuitera: 

x= (a+b) cos q> — ft.cosf— t-)« 

\* ^ [. . . . (ß) 

^=(a-j.6) sing) — 6. sin ( -T ) <p 

et ces valeurs de ^ et ^ fönt enserable le Systeme connu d'öqua'^ 
tions, dans lequel est comprise Täquation des epicycloVdei^ ordi« 



naites. Et il suffira de remarquer, qüe ies equations des 1iyp6* 
afialogues. 



ra de remarquer, que ies equations des nypo* 

' cycloTdes» de meme qua Celles des öpicycloi'des et hypocloTdes al* 

lon&^es et raccourcies» soient obtenues par des ratsonnemeiits 



III. 



Les courbes, que Ton nomme epicycloYdes et hypoey- 
cloides^ ne sont que des esp^ces d'un genre de courbes» däcri- 
tes par un point P (Tab. I. Fig. 4.) d'un cercle CD tournant uniformä- 
ment autour de son centre, pendant que ce centre circuie unifor- 
mäment dans la . circonförence ^C du cercle MA. £n effet, si le . 
cercle gönerateur est mu dans la direction de A vers C 3 on peut 
distinguer dei^ cas» suivant que Ja rotation de ce cercle a iie« 
dans Te m^me sens, indique par la üeche er, ou daus le sens op- 
pose, qu'indique la fleche ß. Dans le premier cas on aura seuler 
ment une ^picyeloide« si la vitesse du point P est teile, que ik 
longueur de l'arc DP est exactement et constamment ^gale ä Tarc 
DJS du cercle Interieur, qui touche le cercle generateur dans.tpu: 
tes ses positioos. Dans le second cas, et en faisant alors atten- 
tion au cercle exterieur, qui touche le cercle genörateur dans tour 
tes ses positions, il n'y aura de meme quun seul rapport des vi' 
tesses de P et de C, pour lequel la eourbe engendree sera une 
hypocycloYde , et si ce rapport est runit^, la trajectoire sera uA 
cercle d*un rayon egal au rayon AM de V white AC, parcequ'alors, 
autant le cercle A^ toume en vertu du mouvement circula^re d« 
son centre A, autant il est tounie en sens contraire, en vertu de 
son mouvement de rotation oppos^. 

A present pour d^terminer Tequation de la courbe, dont l'^pi* 
cycloide quelconque n'est qu'une espece particuliere , il faut sup« 
poser que le cercle AB tourne dans le sens de la flache a, ef 
suivant son orbite AC, et assiguer ensuite la quantite des deu^ 
vitesses, communiquäes au point P par ce double mouvement 
Soient AM:=a, ABz=:CD=ö, le rapport des vitesses angolair , 
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i le cercle^^jB ne tourne pas dans le in^me sens aae B<on 
c^itre A autour de M, mais en sens oppose, on' pamendrft , par 



Si 

re , • • . - u 

une mafche analogue^ au systöme d'^quationn de la courbe: 



* x^acosg>-^bcos (^ — ^ j (p 
y = a sin 9 — 6 sin f ?^^^^ j 9 



■\ 



m 



rx. t 



IV: 



On pourfait traiter les probl^mes precedents sous an point de 
vue plus gen^ral, en consinerant Aiobiles la droite et les cercles, 
quon a supposö fixes , demani^re qu jls touchent constainment une 
courbe donnee, et il n'est päs difficile d'assigner la route ä suivre 
dans la Solution. Mais je nie borne de retour ä un cas speeiid» 
dans lequel tombe eeiui du probleme de Mr. Dienger^ cite plus 
haut. 

Qu'on s^e propose don6 de trouver les <^[uations. de la ^onrbe 
^picvcloidal^ plane, decrite par un point de lä circonf^ren^ d'un 
cercle, roulant uniformement autour d'un autre cercle, oui lui roenie 
roule uniformement le long d*une droite. Soit ^ C7(Tab. I. Fig.5.) cette 
droite^ MB le cercle, de rayon R, qui roule le long de cette 
droite, et NA un cercle, de rayon r, qui roule en nieme temps 
autour du prämier cercle, e^ dont un point de la cir Conference dö- 
criraja trajectbire epicycloidale demandee. 

Que Ton suppose, pourplus de simplicite, la position du cer- 
cle gönörateur AN,' au comntencement du mouvenient, teile, qull 
soit toucbe par la base rectiligne ^ C7 du cercle MB, et que le 
point gdnörateur coincide alors avec le point de contact A. Si DE 
est la tangente au point de contact D des deux cercles , on aura ' 
AEz=DE=zBE, et puisque DE=yRr, AB sera =2VÄr. De 

51us, nommaht a Tangle NMB, on a dans le triangle rectangle 
iMC, NC ätant parallele ä AB,^ 

NC=2vBr=:(R+r)sina, ilfC=:jß-r=(Ä+r)cosa. 

On conservera la notation ä de Tangle NMB, et on ne fera usage 
des valeurs de sina et cosa> tirees de ces deux ägalit^s, qoii 
pour les substituer dans l'equation finale. *r:*> 

Si le cercle MB est arriv^ dans la position OF, le point ckf. 
contact B se trouvera en / de sorte que la longueur de Tarc Pt 
ögale le chemin J5F parcouru, et prenant l'arc ID'=BD, lif 
cercle touchant N'D' , ayant un rayon r, serait la position du cercUf 
generateur, s'il n'avait pas de raouvement propre autour du cercl,^ 
OD', de m^me que, 1 arc D'A' ^tant ^gal a l'arc DA, A sii^ 
rait le iieu correspondant du point generateur. Donc, si le möil^ 
vement angulaire FOl du cercle MB est tp ou xat (o ^tant \u 
yitesse angulaire et t le temps), on aura: 
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l'angle /yOF=9 + «» Tarc F/Zy=Ä(9+a); 
l'angU ^WZ>'=1800— a, Tarc ^'Z>' = r(7i;-:tf). 

Mais le cercle ND ayant un mouvement propre autour de DM, 
tt anra une position, differente de ^'iV', quand le cercle Jf -sera 

r-voDu en O; que, par exemple, ND soit parvenu eo QU et 
Point gen^rateur.il en P; alors si les mouvements angulalres 
UDiformes des deux cercles Mß et NA sont entre eux comnie p 
et q ön voit facilement« que l'arc D'H, parcouru par les poinfs 

da cercle Z^iV, sera ^gal ä r.^.g?, et l'ängle D'OH' dMxz pour 

P 

mesure un arc =:-^.^.^^ appartenant ä un cercle, dont le ra- 

H p , 

yoD vaut l'unite ; donc aussi Fangle FOH aura pour mesure un arc 

R p 



^'—{"^y 



De m^me l'arc BSP etant =HS+SP = H'D' + D'A'=:r. SL . 9) 

-fr(9C— 4r)i l'angle J7QP aura pour mesure un arc 

P 
= « + a — 2-0). 

Eofin, QJB ^ant perpendiculaire k la base ^(7, raDgle^/'Qjß= 
PQH'-RQB—PQH'-rO.^-'FOH), et on, trouvera que cet 
togle a pour mesure un arc 



.,,_|4i±^|±^j,, 



pR 

et ee sera aussi la mesure de Tangle PVÜ, entre Taxe des ab- 
ecisses ^U et la tan&eute PF au point P, parceque les cdtäs 
PV, VU de Tangle PVü sont perpendiculaires aux t;öt^s PQ iit 
RQ deVmae PQR. 

Par la d^termination des valeurs de tous ces angles^ il se- 
n^ trär aisä de parvenir presque immedtatement ä T^quation de 
ktrajeetoire^ en ne faisant usage que de consid^rations gäom^- 
tiiques, car AT eiPT ^tant les coordonnöes du point P, on ti- 
Kra fiksilemeut les valeurs de ceis coordonnöes des valeurs despar- 
ities AB, BF etc., dont elies se composenl; mais je passerai ce 
calenl, pour montrer comment on parvient au resultat, en ne Tai- 
MQiit attention qu'aux mouvements divers, qu'on peut attribuer au 

fmtP. 

P. D*abord le point P a un mouvement rectiligne, parallele a 
Fixe des x, d'ögale etendue que celui du centre O , et la diffe^ 
mtfeÜe de ce mouvement s'exprime par 

Rd(p» 



22 

2^. En. second Keu, si le cercle Q ue roulait pas autoar du 
cercle O, mais quil fut fixe ä ce cerde O, le point P tonmerait 
avec le cercle O. Sod mouvement eUmentaire serait la diff^rai- 
tielle d'un arc de cercle, ayant le rayon OP, et la dlrectioo « 
oe moavement serait la droite PU, perpendiculaire h OPi AhuR 
le moavement öl^mentaire OP,dg>y airige isuivant PU, dolt ^tre 
d^eompos^ parallelement aux axes des x et des y^ et on Moitt 
poür les mouveinents d^ompos^s: 

+ üP.S(p,co8PüF, et-'0P.S(p.8inPüF. 

Mais PUF est Supplement de POFy c'est ä dire = GOP, et comae 
OP . cos GOP= OGy OP, sio GOP= PGz=FT, iesr mouvemente 
d^com.posöa iseroot exprim^s par 

+ OG.d(p et ^GP.dtp. 

Mainteaant OG et GP se tirent facilement des triangles rectai- 
gles de la figure, au poyen des angles, dont les valeurs sontd^ 
terminäes prec^demmetit, et les calculs donneront poar valeors 
aoalytiques. des mouTem^nts paralleles 

ä Taxe des x =— <Ä+r)8^. cos {« + ^2 — ^^ q> ] 

et a Taxe des y.... = + (/2 + r)89.sin{«+^£^±S!^9} 



.■■I 



-t-r3y.sin[» + y)g±gljy 



■VI 
(I 

■J 



pR 

d9. Troisiemement il faut considerer le mouvement da poiat^ 
jP, occasionne par le deplacement du cercle QH le long i% 
circohference du cercJe Oll, et sans que Ton fasse attentioii M; 
mouvement de rotation de ce cercle QH autour de bod ceptnv^ 
Ge deplacement ^lementaire est ^gal ä celui du centre Q». et'i|r,i| 
lieu dans une direction , parallele ä la tangente commune HK ' 
deux cercles. Or il a ete remarque plus naut, que le cerde 
n^rateur parcourt Tarc D'H correspondant au moavement 
laire q) du cercle OF, et que pour le rayon un cet arc 

:=z -^.d-.tp; donc Tarc, d^crit en meme temps par le centre -fl 

serait OQ.-^^.w, et Tarc el^mentaire. c'est ä dire la, tu 

ligne, parcourue par le centre Q, et de m^me par le pointP> 
rali^lement k la tangente HK, aura poar expresslon ^ 



(ß + r)^V 



t. 



C'eat doDC^ce mouvement du poiot P qu'ii faut decomposer^ et 
pQiBatie Taugte BKF entre i'axe des x et la tangente HK- est 
suppt^meDt de l'angle FOH, dont la mesure a äte assign^e plus 
baut» on obtiendra pour valeiirs des mouvemeuts decomposes: 

paralkUe k Taxe des o;.... . 

=-<i2+r)i-a„.cps{«+(^)^|. 

et parallele k Taxe des y . . . . ^ 

4^. Enfin ^le point P a encore ün qnatri^me mouvement dans 
b direction de la tangente PV, et du a la rotation du eercle Q 
intour de sod centre. Le eercle N' etaut transporte de N' en 

Qf.mtt9L par cela un mouvement angulaire zr-^Lg^^ et le. mouve- 

pJtC 

ment angulaire »occasioniie par la rotation proprement dite^ dqui- 
Taut k ?-'(p ; par consäquent le mouvement angulaire total sc^a 

pB^p^ pR ^ 

\ Par snite, le mouvement angulaire ^lämentaire d'un point P du 
eercle Q, qui a le rayon r, aura pour valeur dans la dtrectioo 
de la tangente PV: 

Cest le mouvement ä decomposer dans les directions» paralleles 
«X axes des a: et y, et vu que la valeur de la mesur^ de Tan- 
gle PVÜ, entre a: et la direction PV, a. äte donnee prec^- 
-«emment, cette decomposition se, fera sans difficultä^ et on obti- 
eadxa, pour valeur de letendue du mouvement elementaire: 

l>anH«le k l'aje des x...=-r 2i^dq,.coB &+f^^+'f^ li y, 

pK ^ pK ' 

*t paraUÄle k Taxe des y.. =+r i^^+Da^.sb ^ <E±S$^±2r^ y. 

^atsasit ä pr^setit la somme de tous ees mouvements partiels 
'iMmeiitalred^^; on Büra pour les mouvements totaux: 
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a^r = Ä8.p-(Ä+r) Öy . cos t « + ^^g'l-rVco« ^^E±^g±3r< 



_^_y, .v^.v™j ^ 



=Ä8y i(Ä+r) (i2^)a^.co8{«+ ^^|+sr> <pi 

Et, iDtögrant; > 

9 ^tant z^ro, on aura en meme temps x=Oet y=0; d' 
C=(JB + r;sma=2VÄr, et 0=:R. Substituant ces valeurs d 
constantes, d^v^loppant les sinus et cosinus ou a entre, 
mettant ä la place de sina et cosa les valeurs, doot il a < 
questioQ au coromeDcement de la Solution du prösent problei 
OQ trouvera finalement le Systeme d'equations de la trajectoire t 
mandäe : 

x=2vRr+ Äg)— 2(Vßr)cos (j—^J 9> 

D'apr^s les r^lations particulieres il pourra devenir possible 
parveiiir k une ^quation unique entre x et y par Tälimination 
w, mais dans les cas les plus simples cette äiimination pröse 
aei diffieultäs essentielles , ce dont on pourra se persuader. 




que läquation 
jemals alg^brique, mais toujours transcendante> comme celle 



t 



I 
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i» cyclofde. 61 Ten dtsit ee> te^m« de la Taleiir'de a^» le «ysttoe 
des ^uätioBS (8> se lapporterait ä la courhe, engendr#e par le 
poiot A dans la sappositbn ijoe le centre Mdii cercle MSsefklt 
nie; alörs ce cercle aurait seulement un raöuvement de rotation 
Bans moavement de translation le long de la droite AU, Et il 
D*est pas difficile d'entreToir» quelle reduction dans les tennes du 
meme Systeme devrait avoir lieu« pour que la trajectoire fiit celle 
dans le cas d'im cercle JUB, pousse uniformement sans rotation 
le long de la droite Aü. 

Du reste» je m'abstiens de pInsieurs autres. remarques sp^ 
ciales, auxquelles la • considäratioo des öquations du syst^n^ (8) 
peut donner lieu. Ce qui precede sufßt au^si pour montrer^ cpm* 
ment il faudrait proceder dans des cas moins simples, par 
exemple^ sl le mouvement du cercle MB devrait avoir lieu le long 
d'une base circulaire, et m^me s'il ne s'agirait pas d'une courbe 
plane, mais d*une courbe gaiicbe ou non plane, teile qu'une courbe 
spherique. Enfin , on poüri^it ^lendre ces r^cherches, soit ä Thy- 

Sothese d'autres cpurbes donnäes que des cercles, soit h deoe 
'un mouvement variable; dans cette seconde bypothese on se- 
rait conduit aux m^mes r^sultats, s'il s*agit d'un seul cercle mo- 
bile, tandis que la base rectilig^e ou circulaire est fixe, mais daps 
la suppositioh contraire, et m^me dans celle du probl^me ÜL, le 
Probleme se compliquerait. 



m. 

Ueber die ttrennlinle der {geraden 

liiiiie. 

Von 

dem Herausgeber. 



Die gegebene gerade Linie, deren Brennlinie gesucht wird, 
wollen wir als die Axe der a: eines rechtwinkligen Coordiiia- 
tensystems der xy, und den Einfallspunkt als den Anfang die- 
ses Coordinatensystems annehmen. Den einfallenden und den 
al^lenkten Strahl denken wir i^ns als zwei von dem Einfalls- 
nmkte oder dem Anfange der xy ausgehende gerade Linien , uiid 
oeieichnen unter dieser ' Voraussetzung die von diesen beiden 
[ ^Mi^füklmjnit d^m positiven Theile der Axe der x eingeschlosse- 
f am Wuik'el^.iiidem wir diese Winkel von dem positiven Theile 



I ien Axe def x an nach der Seite der positiven y hin oder durch 



dea rechten Winkel (o^ hindurch vor bis ^60^ zählen, respe- 
ctive durch ip und jgp|. ; Der Einfachheit wegen wollen wir jedocli, 
w«s der notnwendi^eii Allgemeinheit der folgend en^ Betrac^tiiDgeD 
dulicbavs keinen Eintrag äun wird, immer annehmen , däss der 
einfalleode. Strahl auf der positii^n Seite der Axe der sc oder der 
gegebenen geraden Linie liege» und folglich stets 

0<g><180o ! 

V 

sei. Der reciproke Ablenkungsexponent soll im Folgenden durch 
jäf bezeichnet werden. 

' "Wenn nun zuerst < 9) <90<^ ist, so erheOet aus Taf. L Fig. 6. 
laicht, dass im Falle der ZurGckwerfung 

sin (^x — 90^) =r fi sin (90®-— qo) , 

also 
r\ cosg>i=:— ficosy,, 

ttiifll 

Tist. ',Im Falle der Brfechang Ut dagesen,' wie aus 'Taf. 1. Fig. 7. 
leicht erbellet, * 

sin (2700^ g)i)=ft8in(90O- 9) , 
also 

cos9> I =: — fi cos 9), 
und 

I80o<g)i<360o. 

Wenn ferner 90o<9<180o ist, so erhellet aus Taf. I. Fig. 8. 
leicht, dass im Falle der Zurüekwerfung 

, sin (900— 9?J.=|t sin (9^900), 

also 

cos^i=: — ^ficos^y 

und 

0<9i<180o 

ist. Im Falle der Brechung ist dagegen, wie aus Taf. I. Fig. 9 
leicht erhellet, 

sin (9i —2700) = fisin (9—900), 

I ' 4 I ■ 

also 

cos 9>i = — fi COS97, 

und 

180»<%<360». 



■t fj 



;: Fa^jst man das Vorhergehende zusammen \ so ergi^bf sich, 
dass in ivolliger Allg^^metnheit '^;. . ; ' ' , 



r' 



ri 



ii^; 'fi aber im FaUe der ZuHfckwerfang ^'^\a zwischen und 
180^^ im Falle der Brechung stets zwischm 180^ und 360^ ge- 
nommen werden muss. 

Jetzt wollen wir wieder die gegebene gerade Linie als die 
Axe, der x eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xy^ 
diiSit -'Atifang. dieses Coordinatensystems aber in der ^egebe- 
oeD geraden Linie ganz beliebig annehmen. Den einfmtehdeli 
Strahl denken wir uns nun als von einem auf der positiven Seite 
der Axe der x oder der gegebenen geraden Linie liegenden strah- 
lenden Punkte {pq), dessen Coordinaten in dem Systeme der xn 
also p, q sind, ausgehend ^ und bezeichnen unter dieser Voraus- 
setzung den von deqiselben mit dem positiven Theile der ersten 
Axe'emes durch den Punkt (pq) gelegten, dem Systeme der xy 
Parallelen Coordinatensystems eingeschlossenen, von dem positiven 
Theile der ersten Axe dieses Systems an durch den entsprechen- 
den Coordinatenwinkel hindurch von bis 360^ gezählten Win- 
kel durch 9>. Den abgelenkten Strahl denken wir uns wie vorher 
als von dem Einfallspunkte ausgehend, und bezeichnen unter die- 
ser Voraussetzung den von demselben mit dem positiven Theile 
der ersten Axe eines durch den Einfallspunkt gelegten, dem Sy- 
steme der xy parallelen Coordinatensystems eingescnlossenen, Yon 
dem positiven Theile der ersten Axe dieses iSystems an durch 
den entsprechenden Coordinatenwinkel hindurch von bis 360^ 
. eezähiten Winkel durch 97x* Dann muss mah, wie aus Taf. L Fig. 
10. leicht erhellet, für 9, ^^ 1^ ^^ vorher gefundenen Gleichung 

cosg)i = — ftcosg) 

respective g?— 180^, ^j setzen, wodurch dieselbe nun die Gestalt 

1) cosg?i = ftcosg). v — 

erhält. Der Winkel y liegt jetzt immer zwischen 18(y> und 360o, 
und der Winkel <Pi ist wie vorher im 'Falle der Zurückwerfung 
stets zwischen und 180^ im Falle der Brechung dagegen stets 
zwischen 180^ und 360^ zu nehmen, was man im Folgenden je- 
derzeit wohl vor Augen zu behalten hat. 

Die Gleichung der geraden Linie, in welcher der einfallende 
Strahl liegt, sei . ; t:. 

y=Ax\B, 

80 ist, weil diese gerade Linie durch den Punkt (199) gebt, 

q = Ap\B, 
also I 

■ • . • • t 



I r 



Nach den bekannten Principiea der analytischen Geometfie, wo- 
bei man nur die aus dem Vorhergehenden bekannte BedeatoDg 
von 9 festzuhalten hat, ist aber aUgemein 
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und die Gleichuns der geraden Linie > in welcher der tinfalleode 
Stralil liegt, ist ßlglich 

2) y— gr=(a:— p)tang9. 

'. Bezeichnen wir nun die Coordioateo des Einfallspunkts durch 
Pik yi; so ist 

al$o 

3) pi=^p — ^cotg), ^1=0. 

' Die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte 
Sirahl liegt, sei 

dö ist, weil diese gerade Linie durch den Punkt (pi qi) geht, 

0=AiPi+Bi, 
also. 

Nach den Principien der analytischen Geometrie ist aber im 
Falle der Zuruckwerfung 

-4i = tang9i, 

und im Falle der Brechung 

' Ji=:tang(9>i— 180^)=:tang9i, 

so dass also allgemein 

2<i=tangg?i, 

und folglich 

I 

4) .y=(^-pi)tang9i, 
oder .nach 3) 

5) y = (x—p + q cot 9) tang 9^ 

die allgemeine Gleichung der geraden Linie ist, in welcher der 
abgelenkte Strahl liegt. Bekanntlich liegt ^j im Falle der Zurück- 
werfung zwischen und 180^, im Falle der Brechung zwischen 
1800 und 3600. 

Weil nun nach 1) allgemein 

■ ■ ■ ■ ■ . . ■ , ■ . : ,.\ . 

COS9)i=f4CQS97 



99 



ist, 80 ist 



und folglich 



sio g>i*.= 1 — f** CO« (gp*. 



6) sin g>i = i: V 1 - fA« cd« tp*, 



;i 



wo man tin Falle der Zatückwerfnog !das obere, im Falle der 
Brechung das untere Zeichen zu nehmen hat. Also ist upte^ der- 
selben Bedingung . 

^ • . Vi — ft» cos 0)2 

7) tango)« =-1 ?-- -f-^, 

und folglich nach 5) 1 

8) y=±^^^HZ££i2(a:-p+,cot9,) 

die Gleichung der geraden Linie , in welcher der abgelenkte Strahl 
liegt Nimmt man aber (i, welches bisher stets positiv war, von 
jetzt an im Falle der Zuruckwerfäng positiv, im Falle der Bre- 
chung negativ, so ist in vül liger Allgemeinheit 

n\ V I — tt^COSO)*, ■ i. \ 

9) y= 5- ^^(x — p + qcotw) 

die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
liegt. 

Für den veränderten Werth q>' von g> ist 

die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
liegt, wobei natürlich /?, q constant angenommen werden. 

Bezeichnen wir nun durch x, y die Coordinaten des Durch- 
schnittspunkts der beiden durch die Gleichungen 9). und 10) cha- 
rakterisirten s;eraden Linien, so müssen x, ^aus diesen beiden 
Gleichungen* durch gewöhnliche algebraische Elimination bestimmt 
werden. Setzen wir aber der Kürze wegen 

11) { -^^_ 

cos 9 
so erhalten wir auf diesem Wege ohne Schwierigkeit: 



Setzen wir q>':=iq>-\'J(p, so ist 

■ ■ , . . ♦ 

und folglich, wie man leicht findet: 
oder 

13)/ ' '^'' 

. Fi^)^^m^ 

Da nun die Coordinaten der Punkte der Brenniinie offenbar 
dif) Gränzen sind, denen die vorhergebenden Coordinaten. j:^ .y 
sieh nähern 5 wenn man z/g) sich der Null nähorn lässt^ so erhalten 
wir aus den beiden vorhergehenden Gleichungen » wenn wir diese 
Gränzen der Kürze wegen durch x^ y selbst bezeichnen^ für die 
Coordinaten der Punkte der Brenniinie unmittelbar die folgenden 
Ausdrücke : 

8F(y) 
8g) ' ^ 

»-?■■ — s — —1 :, 

Durch Differentiation findet man aber leicht nach II): 

gF(g) (l~ft^)cosjp 

^^. . 8g? sing)* V^l— jx^osg^^ * 
8/(g)) _ sing) 



folglich nach 14), fvie man nacb^ einigen Reductiqnen leicht findet: 

\'' * - 

IX — p=(l — ft')cotg)'.fl', 
- . \ sin 9 ) ' \ji.^ 

wdcbes also die Gleichungen der Brentilinie der gegebenen als 
Axeder'ar angenommenen geraden Linie sind. 

Für die gewöhnliche Zu rück werfung ist bekanntlich ft= I, und 
folglich, wenn man nur berücksichtigt, dass nach dem Obigen tp 
immer zwischen 180^ und 360<^ liegt ^ also sin 9 stets negativ ist: 

woraus sich ergiebt, dass in diesem Falle die Brennlinie der ge- 
gebeDcn geraden Linie sich auf den durch die Coordinaten p, 
—9 bestimmten Punkt reducirt, was bekanntlich ganz den Leh- 
reo der elementaren Katoptrik jentspriclit. 

Um die fileiQhung der Brennlinie der gegebenen als Axe der 
X angenommenen geraden Linie zwischen x und y zu finden, muss 
man ans den beiden Gleichungen 16) den Winkel 9 eüminiren. • 

Zu dem Ende erhalten wir zuvörderst aus der zweiten der 
beiden GleichuDgeu 16): 



es 

9 



sin 9 ) * . ^ \ sin 9?* / ' 



also 



V 



it«t^a l—ii^coso)* -. « ft * ft 
CL-i- = — C — ^X- == cosec 9* — ft* cot 9* 



sin 97^ 



d, i. 



^^=l+(l-fi*)cot<p«. 



Verbinden wir hiermit die erste der beiden Gleichungen 16), so 
erhalten wir: 



17) 






.2 



' . <. 



odv-1' '- ■ r ■ ' : -.i >■ ■ ■\n.. 



32 

[ cot,,»=j^i:£- , 
\ ^ (1— j**)? 

18) } •; *, ■ 

(l-.ft«)V^ 

lAegt nuD ip, welches bekanntlich immer zwischen 1809 «od 
360^ lie^, zwischen 180^ und 270^, so ist coto) positiT, nai, folg* 
lieh nach der zweiten der beiden vorhergehenaen tileichnn^en 

also 

un4 folglieb wegen der. ersten der beiden Gleicbungen 18)t 

■ ' ■ •. • . - > 

ig) a:=p-((?-V7^^)i/ 1- ^-'^.f gj'l 

' (i-ft2)V^ ' 

Liegt V zwischen 270^ und 360^, so ist cot 9 'negativ, und 
folglich nach der zweiten der beiden Gleichungen 18) 

^ ' (l-»i«)^^9* ^ 
also 

(l_^2)V-^a " f (l_|i2)V'^ 
nnd folgliicb wegen der eisten der beiden Gleicbungen 18) 

20) ^=:/.-Kg-v^%W U ^^^^^ L ^ ; 

Aus dien Gleichui^eb ],d)-und 20) ist ersichtlich ^ dass man 
im Falle der Zurückweriiing »und im Falle der Brechung als ßrenn- 
'^ ganx. dieselbe Curve erhält, weil diese Gleichungen sich nicht 
n» man mag ^i positiv oder negativ nehmen. Es können alflo^ 
lewime Theile dieser Curve dem Falle der Zuruckwerfmf^ . 
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gewisse Theile derselben dem Falle der Brechung entsprechen. 
Da die Gleichungen 16) i)eide FälTe ganz streng uiid bestimmt 
TOD einander unterscheiden^- so -^ßsse ich m.ich auf weitere Unter- 
suchungen hieri^er Ibtzt nicht einV da üb^rhaü^t diese Abhand- 
lang vorzugsweise dem Zweck Vst, d(e..a^gemeine Methode der 
Entwickelung der Gleichungen d£r ßrenntinien durch ein sehr bemer- 
kensirerthes Beispiel zu erläutern, und möglichst zwecksaa/ssige 
und einfache Formeln zur ' Construction der Brenniinie der gera? 
den Linie zu finden. , > 

Aus den beiden Gleichungen 17} ergiebt sich auch unmittel- 
bar die (xleichung 



2 



1 






1 O^ l 



1-IM,2 



also 



folglich 



oder 



oder 



* • . I 

21) r £ ) -( _jL_i) =i 



ltder 



22) 






?_ ^ =1; 



die erste oder die zweite Form in Anwendung zu bringen ist, 
lachdem der absblute Werth von \i kleiner oder grosser als die 
theit ist 

Da es, ohne ^er Allgemeinheit zu schaden, offenbar verstat- 

ist, |i=0 zu setzen, so ist auch 



LS 


* 


bt 






Tbeil IL 



23) ( £ ) -(■,£_) =1 






oder 

£ ) +( _X_ ) =1, 

jenachdem der absolute Werth tod ft kleiner oder grSaser als 
Einheit ist. 

Hieraus erkennt man auf der Stelle^ dass die Brennlioie 
geraden Linie die EToluto eines Kegelschnitts ist. 

Bezeichnen wir die Entfernung des beliebigen Punktes (a 
der Brenniinie von dem entsprechenden Einfallspunkte (pi^i) du 
R, 80 ist bekanntlich 

\ 

Weil nun nach 3) und 16) 

Pi—p — qcot<p; 

'^ X Sing) / r 

also 

^— ./?! = { l+(l — |^«)cot9*}^eot9, 

oder 9 wie man leicht findet , 

1 — u^cos®* . 

a>— »1 =?: 4 — «-^ grcoty 

^ sin 9* ' 

ist; so ist 9 wie sich mittelst leichter Rechnung ergiebt:' 

**' V sin y* / ' fi^siny* ' 
also nach 6) 

Vsm^/ ft^siny* 

Bekanntlich ist q immer positiv » (i ist aber im Falle der ! 
Kückwerfung positiv « im Falle der Brechung negativ; der Win 
9 liegt immer «wischen ISO^ und 360^^ und sing? ist daher st 
negaUv; also ist 



25) /g=T(^Y.-^=^T?''°y^: 

\sin9/ fising) (isinq)' 



•m Bum fan JFaOe der Zurockwerfuog das obere, im Falle « 
thmg das untere Zeichen nimmt. Bezeichnen wir aber i 
ihittii W€fHh von fi durch (^)» so ist In völliger AUgemeinh 
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26) Ä=-f?|??iy._i_ = _2£™2i!. 

\sin 9/ {fi)smq) (ft)sin ip^ 

Die beiden Formeln 

27) c(to9i==:acos9, iK===— f-T-H^; 

(fi)sin9^ 

bei denen man sich zu erinnern hat^ daßs opi im Falle der Znrück- 
werfbng zwischen und 180^^ im Falle aer ßrechung zwischen 
180^ uBd 360^ genommen werden muss» bieten ein vortreffliches 
HfiUsmittel zur Construction der Brennlinie der geraden Linie dar» 
was weiter zu erläutern hier' nicht nöthig sein wird. 

Wir wollen aun aber noch die Winkel aus den obigen For- 
meln ganz eliminiren, und bloss Linien in dieselben einführen, 
was besonders bei der Construction der Brennlinie wünschenswerth 
sein kann. 



Weil nach 3) 



cotg)=:£ — 2i 
9 



ist, so ist 



»a 



Bezeichnen wir nun aber die Entfernung des Einfallspunktes^ {P\9i) 
von dem strahlenden Punkte (j^q) durch r, so ist bekanntlich 



und folglich nach dem Vorhergehenden 



,i„^»==:(^y, COS<p»=(MiJ. 



Also ist nach 6) 



sin9ia= 1-/1« cos q>^= !^ZI£l^L_£i)?. 
nn9 immer negativ, q dagegen immer positiv ist, so ist 

sin9=— ^2., sin9'= — 2_; 



id folf^h nach 96) 



*■ • • 






"> «-W- -,■ 



3 • 
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Setzt man» was offenbar verstattet ist, j9=0> so wird 



oder 



29) Ä=JL.!fz:fj£L* 



30) Rr.^(rT-m)(r+m\ 



Auch ist 



oder 



oder 



^>-f=5)(r'?)(?+''?)- 

^ «=S)G-''t)(?+'*^> 

Die Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenl 
Strahl liegt, ist nach dem Obigen bekanntlich 

Vi— fi^COS®«, X 

^ flCOSfp ^ ^*^ 

Für p=:0 ist nach dem Vorhergehenden 



also' 



1— lx2cosg)« = ^-cL 



Vi-fA«cos9>«=- V^r« - fi^p^a; 



und 



coscp*=^. 



Nun erhellet aber mittelst einer einfachen geometrischen Betrac 




liegt, d. h. jenac 
dem coso positiv oder negativ ist, so dass also pi und cos 9 ; 
4ineil gleiche Vorzeichen' haben, folglich nach dem Obigen' 
tJNlIgar. Allgemeinheit 



» 
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T 



; ist Also ist 



34) y= 






f*Pi 



die Gleichung der geraden Linie , in welcher der abgelenkte Strahl 
Uegt Diese Gleichung kann man auch auf folgende Art ausdrücken; 

35) y =- i (i - ^ V(7 - m) (r + m)> 

oder auch auf folgende Art: 

36) *=T(i-g)VG-/'0(r+^0' 

wenn man nur in dieser Gleichung jederzeit im Falle der Zurück- 
werfuDg das obere, im Falle der Brechung das untere Zdcbennimmt. 



Weil nach 29) 



i|lso 



T 



yri^-(,^p^* = q^ili)^ 



istt so ist nach 34) auch 
oder, wie leicht erhellen wird. 



R 

r 



Gleichung der geraden Linie, in welcher der abgelenkte Strahl 
\, wenn man nur in derselben im Falle der Zurfickwerfuog 
obere, im Falle der Brechung das untere Zeichen ninuut. 

IHe baden Gleichungen 



38) 



(f*)W *^^f _*'' 
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WO man im Falle der Zuruckwerfung das obere , im Falle der 
Brechung das untere Zeichen zu nehm^ hat, scheinen mir hei der 
Construction der Brennlinie der geraden Linie auch eine beson- 
ders zweckmässige Anwendung zu gestatten. Für jeden in der 
gegebenen geraden Linie angenommenen Einfallspunkt kann man 
mittelst dieser Gleichungen leicht die Lage des abgelenkten Strahls 
und die Entfernung des entsprechenden, in diesem abgelenben 
Strahle liegenden Punktes der Brennlinie von dem angenommenen 
EinfallspuvüKtey auf diese Weise also beliebig viele Paukte da 
Brennlinie bestimmen, und diese Curve daher selbst coostmirMi. ' 
Ich mochte selbst diese Gleichungen bei der Construction der 
Brennlinie noch den trigonometriscnen Gleichungen 27) vorzuzie- 
hen geneigt sein, wenn diese letzteren Gieicfaungeo auch aller- 
dings eine leichtere numerische Rechnung gestatten. 



rr. 

Bemerkmigr zur Albbandlungr TU. In 

TbeU X. 

Von dem ^ 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheiiu bei Heidelberg. 



Wie der Herr Vf. dieser Abhandlung bemerkt, hängt Alles 
von der Richtigkeit der Gleichung 

DSf{x,n)=:SDf{x,n) 
(S. 77.) ab. Diese aber ist richtig, wenn die Reihen 

/•(Ä:,l)+/'(a:,2)+...in inf. und /''(ar,l)+/''(a:,2)+...in inf. 

beide konvergent sind, so dass unter dieser Voraussetzung die 
Differenziation unbedingt Statt findet. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar aasDirk^ 
sen: „Organon der ges. tr. Analysis'^ L §. 313. Lehr- 
satz 27., wenn man dort 

Orm am 

Beizt, und anniJiunt, dass am mit wachsendem m sich der NoHi 
nShere. Denn daim ist, nach dem. angeführten Lehrsatze» da 

Om - / V . / 

• ist; 
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V. 

Quid in Analyst Hatliematica valeant 

eigna illa ac^, iLogöiaD}^ Mnac^ Cosa?, 

Arcslna?9 Ar eco» od ^ disquisitio. 

Auetor Dr. E. G. Bjorling, 

ad Acad. Upsal. Docens Math. , ad Gymn. Aros. Lector Math. de«igii. 

(Ex Actis Acad, Scient, Stochh, a?ini i845.) *) 

Ctfütinaatio **). 



CAPUT ffl"». 



Quid in Analysi valeant signa 
Sin^ et Cos JT; Aresin jc et Arccosx. 

0. 1. 
Quid valeant signa Sinoc et Cos;r, or-vaiore quolibet 

Reali x qju&libet aequatio (31) in Cap« Imo suppeditat 

Cos;r-f V^=l Sinj:=^V^ , 



(1) . . -. 



Cosa:— \rri Smx—e-'^f^^ ; 



nnde 



*) Conf» BOtulam heic proxime subaequentcm. 

**) Ea, qaae praecedunt (vid. Th. IX. hu jus Archivl pag» 383 seqq.X 
onnia, qaae de aignis XU et Log i(<d?) in Actis Acad. Scienit. Stockli. et 



40 

Cos ar = q ' 

Sino: = — ' 7^= • 

Imaginariä autem a: nullus his signis Sino; et Cos:r in praeceden- 
tibus Analyseos partibüs tributus fuit sensus. Licebit igitur ab- 
hinc, omni absque periculo harum partium laedendarum , aequa- 
tiooes illas (^) ratas haberi et universales signornm, 
de quibus quaeritur, defi^itiones, ideoque — loco ipsiiis 

a; expositi a+ßV — 1 nee non debitä aequationis (31) in Cap. I«»o 
ratione habitä — statui: 

Sin («+^^)=£^+£:?Sin « + ffl^Cos«. V^' 



X quidem ^isserlarioni tituli heic »uperscripti referenda curavimus, conficinnt. 
Qnae loco cit. [Arch. Thl, IX.] deprehensa sunt menda aliquot graviora 
typographica sie decet corrigi : 

Pag. 383. Lin. 8. looo.Aactore leg. Anctor. 
„ 386. „ penuU. loco VIII. leg. VII. 
9, 391. „ 17. insignienda est notnU (6"). 
9, 395. „ 3. loco edito leg. edicto. 
9, 401. „ penalt. loco Qaadrati leg. Quadrat. 
„ 403. „ 1 ,; „ (23') „ (23'),. 

, t, 404, „16"- ^, 'qUaequö „ quaequae. 
„ 409. ,t ultima insignienda est notulä (54). 
„ 410. „ 6. loco (53) leg. (54). 
„ 411. in aequ. (21) loco XH-f* le^» XMf*, 
„ 41^. Lin. 19. loco pronuntie „ pronuntia. 
„ 413. „ 11. insignienda est notuU {2ö). 
„ 418. „ 5. loco (xXi....X) leg. (xXi...*Xn)» 
9» 9) ), 5. (ab imft) loco quem leg. quam. 
„ 420. „ 5. loco ß leg. ö, 
M • »♦' »j . .22. )} (3) „ (3 ). . 
») „ „ 26. „ yalueris leg. volueris. 
„ 421. ., 13. „ tö „ Id. 

„ 423. „ -7. (ab imA) loco Ä+ir leg. J-f-^. 

429. „ 10. „ „ (2k + l)7r leg. (2k' + l>r. 

„ „ 4» ,,. „ utraque leg. uterque. 

431. „ 2. loco incommodo leg. iiicommoda. 
10. 5, fueris „ feceris. 
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Haec fere de praecedentibus. Deiis, quae sequnnlur, admonere oportet 
contulisse nos heic in unum non modo ea,^ quae de hac re in Actis Acad. 
Stockholm, anni 1845, sed etiam quae in Not4 quadam (supplei^enti horom 
instar) Academiae eidem d. 2« Febr. anni hujusce 1847 referenda curaTimiu; 



ai 

Hariim ope aequationum (2) seu (2') faciilimo usque negotio 
licebit (ubi erit opus) easdem^ quas x reali servant Sinoret Cosor» 
ieges, etiämsi x imaginaria fuerit» ratas esse experiri. Sufficit 
hoc loea formula^ illas 

' (• Sin (»dby) ==Sin ar€osy dt Cos 4? Sie iy , 
® • • • • I CoB{x±y) = Co»xCo&y^SmxS\ny 

exposuisse earumque, ut ex aequationibus, (2) et (29) [Cap. I.] 
plade appär^t/' manere vim immutätani 'or- et'^-valoribus qnibus- 
cumque admonuisse ; quarum praeterea beneficio rectal dum erit 
opus, ceteras deduci licebit innummeras > ex. gr. 

. Sirt f o + a: J = Cojs or, 

• ^ t ■/ ' , . 

,., V Sin(wiFar)=±Sinar; ' 

(V ^ /7t \ 

Cosf Q+ir j = + Sina:, 

Co8(7t^x) = — Cosar; 

et sie porro. 
* ■ » . 

Praeterea notatu est verc condignum, quoniam juxta aequ« (27') 
[Cap. I.] x-vsiiore quolibet, reali aeque ae imaginario, habentar 

propterea sie qnoqne a;-v»Iore quolibet, iuxta aequ. (2) [vi qui- 
aem theorematis ulias 3i in päg. 289. operis „Anal. Aig^br." 
dtati], obtinere 

Smx=x- j3^ + 17^- etc. . 

(5) , . . 



*) Hae ipsae sunt aequationes (uti satis est notam), qaae apud Gauchy 
Definitionum occupant locum, nostrae autem Definitiones [aequationes 
iiifoaiii (2)} €aroUaria Haram censentur. — Hac quidem in re nil »aue 
iaterest, nter potissimum «ligalur ordo rerum ; sed tarnen simplicitati me- 
' Üiu esse consuLtum videlur, si, dam ita jQlei;! pote»t , finita e formae für- 
««las polias quam infinitae De£nitionam in locnm coopta^eris. 
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Quid valeat Signum Arcsio a:*)^ ar-valore quolibet 

1. Omnium primo juvabit, quod proxime autecedentibus intimo 
coDJunctum est nexu, hoc soivi 

Problem a. 

Inveuire quantitates eas z universas, quibus con- 
ditioni huic 

(6) Smz=a + j5V^=Är 

(« et ß reaiibus qulbuscumque) 

fiat satis. Tali (si exsistat) quantitati juniculque fonna eedat ne- 

cesse est isthaec u+v V — 1 (u et v realibus) , ideoque loeo aequa- 
tioDis novissiraae haue licet substitui uovam: 

Sin(M+rV^) = a+/3V*^, 
i. e. [juxta C^') in §® praeced.] 

(60 ... ^^^^^ Sin u + ^^^^^ 

i. e. 

— s — »Sintf = a9 

5 Cos t£=/J. 

10) 

Quoties nee a nee /?=0 fuerint, 
toties ioco aequationum (6") substitui licet hasce 

2 Sin tf ' 



Cosu 



*) Praecedentibns ex Analyseos pariibus commoaere hoc Ioco jnvat, X 
reali ao numerice ^1, signo illo Aresin ((2r)) intelligi 



±i^riitUiX^^yi^±tkK aea Arcftiii((l)) ± (Aresin ar— 5.), 

•Mm 2 

■ ■ I - ' 

lltiUHt' „AMibi4?4« hocce limiübns Jt^ ^^^ cxcedente. 
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. (quoniam ieri non potest In hoc castt ut Sinte nee Cos tt=0 sit); 

l ande 

*~"SinM ' CosM* 
(8) { . 

Sinte Cos IC 

ideoque (ad ipsaim u inveniendam) habetur 

1 « ß . 



(9) .... . aß ~SinK Cosm' 

Sin M Cos M 

seu — « [quoniam juxta (8) fieri non potest nt u (si exsistat) talis 
sit, ut ^: — et iT~- epdem essent valore nuraericol isthaec 

oinX IjOBU : ', -* 

Sm^ü^Cos^""^*^ 
seu 

Co84?c--(l -««— /S*)Cos%— j3«=0, 

seu 5 quoniam fieri non omnino potest ut Cos% negativa sit quan- 
titas, 

ideoque 



si„^ = -2±pi^)f(?±pr^. 



«a 



^±f±i+yr(^±5±iy_„«' 

nee non (quoniam^ secund. (7), Sinteeodem necesse sit sigoo aca) 



cc 



aO) SinM=p *) 



*)' Qaantitas haec — reverä numerice ^1 est. Etenim si foret 

r 

— namerice ^ 1 , i. e. 

r = 

tone ^oque obliueret 



44 

positä scilicet, brevitatis ergo^ 



sevL, quod idem valet^ 
(11) ... tt=Arcsin(f—n=Arc8iD((l))± (Aresin 2)- 

Idcirco qneniam, utijam compertum habemns, fieri non potest 

quin ipsi u in u+v V — 1 (siquidem exsistat) certe quispiam cedat 
valor ex iis, quos comprehendit posterius hoc membrom» ideo^e 

prout u superiori erit formd (11) aut inferiori; propterea prior 
aequationum (8) abit in 



"•=!'* rr=%^=>'±^*' 



ß _ . ß 

posita scilicet, brevitatis ergo. 



seu, quod idfem valet (4|üippe quod realium modo quantitatom v 
heic mentio est illata)^ 

(12) . . . X . =±7(y+:^«5), 

vi aequationis illius (a) in notä contextui heic subscriptä. 



o>^±i-,»+y («'+;'+')'-,., 



heu 



id qnod absurdam, qaoties (ut heic) nee a nee ß:=zO faerint« 

*^ ß 

*) Positivam reverft esse harnm utramqae y X ya% ^» *^ ®* 
a«i£u. (9) patet, quippe quae indicat esse 
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r 

• 

Eosdem quoniam poaterior^ inisiiper aeqoät. (8) suppejdltfit v- 
valoreSj jam probe est expertum fieri hon posse quin, certenec 
aBeoj3 = 0.!ex8istentiDa89 unaquaeque quantitatnm r qiiaesi- 
tarun {aiquiden iexsisiant) in posteriori eomprehensa sit meokfaro 
aequationis hujusce: . ■.■'■■..) 

. (13)...x==tArcslii((l))±[4j-erfn.^-^|+ V^.%+:^ä)]. r, 

Et qaidem reyerft jam omni absqae oegotio ezperiri Mcet ea- 
mm» . qpas comprehendit hoc membrum posterius, quaptitatiiin 
nnAqoaque fieri satis probiemat^ seu aequationi (6) \e\ (&% .> 

20) ■ , 

Sin vero a=0 sit 
(itaque a=ß^—l, ß reali quäKbet); 

aequationes iilae (6^0 in has abeunt 

^ f!+fl!sinM=0, 

5 C0Stf=:p. 

qnamm prioris in loco , qnippe cui aliter satisfieri nequeat realibus 
equidem u et v, substitui licet \ 

Sin tt=0. 

Idcirco quöniam (ut ex h9,c patet * £# quatione) fieri non potest 

quin ipsi u in m+^ V^— i (siquidem exsistat) certe (juispiam cedat 
valor ex iis, quos comprehendit posterius aöquationis hiijusce 
membrum 



7C 

1 



(11') . , . te=Arcsin((0))=Arcsin((l)) + 2, 
ideoque 

CoSM=±l, 

proat u superiori erit form& (11') aut inferiori; propterea foco 
aeqaationis (7') habetur 

ev^e-^—±2ß, seu e'' — ±ß+VßH'l, 






(«) ' y4.J^B ^^* 

ideoqii« ejnsdem signi qaanlitales ambat, i. e. (c{nouiam y positiTa e»t) 
paaitivM'; «I facUe palet. 
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OS') f>=H±ß+Vp+l)=±i(ß+Vp^). 

Quibas jam probe est expertum fieri non posse quin i& hoe. cavo 
anaqaaeque qnantitatain % qaaesitarum (siqaidem exalstant) fai pos- 
teriori comprehensa sit membro aequationis 

\ 

Et qaidem reverft jam oinni absque negotio experiri iioet ea- 
ram, quascomprehendit posterius boo membram, quantitatum nai- 
qu4que fieri satis problemati proposito. — Et quod aegaat jo- haec 

(13') nonnisi ipsam (13), posito in e4 « = [unde y = V^+l, 

d=:V^], conficit; propterea jam nobis licitum est contendere 
ipsä hac aequatione (13) solutum esse probiema nostrum, certe 
nisi ß sola =0, i. e. nisi a; reaiis =a [band z^ro]» fue- 
rit. Et quod ad specialem huoe casum attinet, scilicet 

*>) 

si ß sola =0 fuerit 
(ideoque x reaiis =a, band z^ro), 

haec tandem adjicienda sunt verba. •— Aeqnationes iiiae (6^ tone 
abeunt in 

- — 2 — Sin ic=a, 

(^"> - , ^ 

2^ — Cos U=:0, 

unde patet extemplo fieri Ron posse nt nunc SiDu=0 sit. 
Hamm posteriori satisfieri aliter non potest nisi 

l) per Cosw=0, 2) per e*'— ^-"=0. 

,,Cos« = 0'' secmn ferat necesse est 8int(=4:l, vi cujos prior 
(7*) abit in 

e^ + er-v=±2cty i. e. €»=±a± V^«^--i; 

cujus quoniam membri posterioris omnes imaginariae sunt qoanti- 
tates, dum« numerice <1 est, patet ad bunc casum minime 
pertinere relationem illam Costi=0. Quare tunc posteriori (7") 
aliter satisfieri nequit nisi acceptä relatione altera 

e* — e~«'=.0, i. e. v=0, 

vi cujus prior (7") abit in 

Sin ti = a , M = Aresin ((«)) , 

atqae habetur, quae ex elementis jam satis est nota, aeqnatio iUa 



■4a 

(13*) .... aS5Äros!ii((«))=Arcsln((l))±(A^lnB— ^). 

Hano eandom f^A aeqnationem, eiiamsi« iiumeriee:7=l8l|t, 
]^«rveDiri plane apparet. •-* Et qtiod aequatio haee (IS'') Doimisi 

ipsam (13), positis in eft /?=0 atque a uumerice J^l [unde y=:l, 

i=^]y conficit; propterea jam nobis licitum est contendere in hoc 
etiam casu solutuni esse probleipa aequatione hac (13). 

' Dom vero a numerice >1 est *); e contrario altera ilfa 
Telatio «•— c~*=0 (i. e. vssO) nihil ad rem habet momenti, — id 
quod ex priori (7^) plane apparet --; quar6, in hoc demam casu^ 
solum id restat ut accipiatnr CostiszO^ ideoque 

■m 

Sint«=:dbl 

qaanim tarnen ambarum — [ut ex priori (7") patet] — superior 
soia^ dum a positiva est, ioferior dum a negativa, erit 
admittenda. ideoque : 

priori in casu {a positiv^ >1) aequatioiiibus (7") satisfieri 
aliter .nequity nisi acceptis 

Sintt=l, ti= Aresin ((!)), 
i. e. 

posteriori autem (a negativa uumerice >1)> nisi acceptis 

SinM=-^l, M= Aresin ((—1)), 

«" + e-»==— 2a, 

!• e. , 

qnibus jam probe eet expertum fierl non posse quin, dum /3=0 
at^ue a num^ice > 1 est, unaquaeque quantitatum z quaesitarum 
(sijjuidem exsistant) in posteriori comprehensa sit aequationis 
hujusce membro: 



**) Admonere obiter javat in hoc casu abire aeqnationem (l3) in formam 
0»).»«= Arcia ((l))±[A'c.in ;^ - 1 + V^./(V«» + ~ • V^^^^l)]. 
qnippe qaoniam In boe casu obüneat 

QBateaus ac quonam demam paoto liceat contendi* aequatione hao (i3) solji- 
tiim esse in hoc quoque casu problema proposilum, id inseqnens jam com- 
aonsbrabit examen. 
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(13*0 ...»'=? Arcsln ((:^)) ± V^ . /( Vaf+ Vä^uI). : . 

Et qaideni rerverk jam omni absque n^öt^o experiri- Ueiät ea« 
nun, qüas coniprehendit posterius hoc membmm, quantitaäm 
unäquäque fieri satis prooleniati seil, aequationibus illis (7^. — 
Et quod aequatio illa (13^ , positis in eä ß=0 atqae o* > 1 [amfe 

y=Va*, d=Vaa— 1], formam illam (ß)*) induit: qnäe antem 

ipsa [sive, quod in eä occurrit, symbolo -^ vim subjecerUr -f 1^ 

sive — l] nonnisi aequationem (13"') conficit **); propterea jan 
demum nobis licitum est contendere in omni casa s-o- 
iutum esse problema propositum aequatione illA 

(13)... z^Arcsin ((1))+ [Arcsin ~ J + V^ . /(y+ ^ 3)]. 

2. Jis convenienter, quae in doctrina jam quantitatum reaiimn 
fuerunt accepta ***), universalis ea formula [posterius inquam 



*) Yid. notam (sub Qontezta) proxime praecedentem* 
**) Nam 1®) dum a positiva est, aeqnatio (id'^} dat 

% = Arcsin ((l)) + V^. /( V«' + V^^*^} , 
atque aequatio (/?) tunc abit in 

■; 8 = Arc»in(0)) + i^^./(V«'+:^.V^i'=i); 

quaiyequidcm ambas idem prorsus valere, symbolo illi siTe -|~1 >ive 

— 1 subjeceris nolionem, id omni absque explicalione pateU 
Et quidem 2^) dum a negativa est, aequatio (iS'^) dat 

. »=Arcsin((-.l)) + idr./(ya«+V^?^), 
atque aequatio (/?) (nnc abit in 

z = Arc5iü ((!)) ± [-« + v=r . /( V«' + T^ . v^?=r)] : ! 

* 

quas item ambas idem prorsus malere, symbolo illi sijre -{~1 üye -^i 

subjeceris notionem, id absque negotio patet ex eo, quod tribus hisee 

Arcsin((— 1)), Arcsin ((i))-|-jr, Arcsin ((i))—jr , ' 

■I 
nnns reyerä idemque inest sensus* 

*^) £t«nim aequatio illa (I) subsequens, dum /?=0 est atqne stninl nu- 
merice ^ l , identica e-vadit. 
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aemiationis |I3V membrum]/ qua« in se «anetas centiüet qaikM 
.piobleiiiati TixKrum soluto neu aeg oatJoni illi (6) satisfiat qiiantItiU, 

tes, signo illo Aresin ((« + ß V^— 1)) seu Aresin ((j?)) erif IntelH-' 
genda* Itaque, reaiibus a et ß quibuscumque^ habetur 
aeqnatio. 

(!)..,,.. Aresin ((a + /3V^))=:Arcsm((l)) 

d: [Afcsin ^ ^ f + V^l . %+^d)]„ 

scilicet. . 



^» 



in quapraeterea signo r^, dum simul ß=0 atque a«>l 

sunt [dum « numeriee ^1 est atque ß=0, ipsa S in Ö 

abit], ex arbitrio +1 aut — 1 inteliigi lieet. Quo igitur 
in easü speeiali aejiuationem sie lieet describi: 

(10 .... Aresin ((«))= Aresin ((!)) 

+ [Aresin(;^)--|+1^=I./(Vay:Vc?^)] 

= Aresin ((1)) db [Aresin [^J — ^J 

= Aresin ((:^))± V^ . /(VaHV^^l). 

Determinaturi nos deineeps , euinam potissimum ex innumeris^ 
qoas in se eontinet posterius aequationis hujusce (1) naemb rum, 

qnantitatibus Signum illud Aresina? seu Aresin (a + ß V^- — 1) nee* 
Qon denominatio iila ,yPrineipalis ipsius Aresin ((or)) valor'^ 
reservetur^ null4 in hoe negotio aiiä ex praecedentibus Analyseos 
|Murtibu8 nee adstrieti sumus nee adjuti quidem lege^ nisi ut iden- 

tiea evadat pro jfx2<i r 6&» quae definitionis loeum oeeupatum 

^temum erit, aequatio. Cui quum pacto aliter (ut facile patet) sa* 
fisfieri nequeat nisi Aresina: cooptatä eä, quae positioni /:=0 in 
gmerali illä 



7t 



Aresin ((!)) = ö i 2^7r 
TheiLXL 



ai§W^9' pliu uneis (} in ae^atione (I) ptaefizo ddbcitor; priir 
pterea rata nobis et nniver^alis ipsius ArcaimrdeCialitMt 
statuenda haec esse yidetar: 

■ 

(II) .... Arcsm (a + /3 V^) == Aresin - + Vri . /(j+-^ ^: 

Acceptä nniversali bac definitioDe id certe comparatmn est 
commodi, ut, quae antea realibus modo atqae uDitatein 
band excedentibus x obtinuit locum^ aeqnatio 

(III) Aresin ((a:))=Arcsin((l))± (Aresina:— ^ 

qilibnseumque abbinc ar-valoribas^ imaginariis aeque 
ac realibns, rata sit perroansurlä: — id qaod coilatis inter 
se aequationibus Ulis (I) et (II) plane apparet. 

De cetero ex ipsa. dictione aeqnalionis bujosce (II) in oculos 
eadit: videri nobis in praesenti Analyseos statu, nee injunctum esse 
oinciirm nee Teniam quidem datam aliud quodpiam de notione lila 
ArcsiDor^ dura a numerice >1 est, statuendi in genere nisiL 
boc sblum: Signum illud Arcsina in Analyst nasoaaltf 

?kro o^>l adbibetur, nisi q^uo limes umqnam sigpi,ii^ce- 
ur ipse, in quem ima gio ana ea> cujus tnnc mentio sit» 

fnnc'tio Arcsin (« + /? V — 1) converg^at /5 suä iubdeCiinife 
in tendeote, verbo: «i 

(n')....Arcsina= Aresin C"^) + V^. /(V«*± V!3-T)j 

. j ^ ^Mm«rice > i) W« / j 

= Arcsin(^) + V^ ./(V^«*+ V^«^=l)i 

pront ea, cujus sit m entio, a limi tem conficit, in quem proposKl 

quaedam a\-BS/ —\ atit a — ÄV— 1, decrescente Numero f 
in. indefinite, convergit *). 



. *_): OpUmo nobU, iMre UciloiA esse cesAere ia praeM^ti •li^e,.l|$f na 
ctam esfte officium, nee da<tajii qaidem -ceniam AOtiouia Afi 
finjus altter definiendac , id rcclA consequitar ex eu, quod i®) pra.ec^^eB 
tbs Analyseos partes liberum, omi^ino nobis permittunl arhitritim 7 ' 
poüs^imnm placuerit ex- amheibus-, quas praesenti in casu suppeditWt'^i 
rius aequaiionis (il) seu (li') membrum, qnanliliitibus hoc sig^ 
gaendi, nee 2^) seqaenlibns ex Analyse os pactihäs (quippe:^i 
ad hoc usque tempus uallus omnino fuerit usa^ ^9>u. hujusce) ne 
qpid^m daia nohi» fuit canjua, cur aücrum aiiibarum qua» modO, di^ii 
qnanlitatum alleri praeferremus quodamniodo ; quare, donee' hninftcesK 
forsiian daU fuerit qanssa. sen ratio, »nfilaiens , periculnm. e«t net4^a^jra^ 
enran praeTertat, qui temerc ita nuUäque re certä adduclus 4Jjtep,. po^~ 
alleri earum hoc signum addicere sit ansurus. . _ 

Praelerea qnemadmodum eä , cujus in praecedentibas [-vid. notam jA 






ooAttela pag. 38d. T. IX.] menlionem fecimus, definilione sig^ni illioa C^v 
«Ic (pio^e (nli nobis iridetnr) defittitione illft (11'^ acceplä de&ideriia Anal^ 
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I 

Nota. Ex atqnati^HMis (l)ei(U)ib\ sf ecie cmiaequitar ^uae, 
3 reali quftlibet» 



■ j • 'i ' . i r.!' ■■ ■■ . ■•.'■>.•. -ilr ;»••• •'. 



a*0....Ar«Än((^V^>)==Äcr8lnC(t)):tt|^1^=1iC/J+^^^3?^^^ 

Dec non ' Y , . _ ! y ? , 

■ ■ , ■. ■ ■ .... , . , . ■ : ■ » • ■ i I 

. ■ . . • ■ r 

:'.■.. . ' 

5. 3. 

Quid valeal «ignvm Arcco«jp'*)v ^-valore quolibiet^ 

1. Problem» hocce ,, Invenire quantitates ^as z uni- 
versas, quibos fiat satis condifioni hoic 



MOS apprime est satisfactam. Scilicet signuni hoc 0^, qaamqaaat taullom 
^li.tlinm couctdere licnit nsuni nisi quo limes, mulüplex. ille qaidem, to- 
iSfem fanctionum diVersaram significetur, aemini tamen in mjentem veoit 
«Uniiniii 6r AtfatjT^ plant tollendi. Pravuin sane . tal'e fuissfet ^onailium \ 
I^c anfem pe^^lme, tit plane apparet^ in ^ac re Anaty»i foret eonsultomy 

li fta defnuretnr liöc C^, nt nnicae inde fanctioni ei, quae llmilem conficiat 

ibgalärift cnjus^am speciei' expressionum (a-|-/? V—- i)y, proprium id ^- 
gnam füret censtnduiii. 

(De hac re plura in „Nota II.*' sub finem dissert.) 

Qoibtis praetereaft ex omnibns plane apparet non poss« nos. quin et pri« 
stinam illnd Illustrissimi Cauchy consilium signi Aresin « (pro a^^l) ex 
Ajulysi prorsiu tellendi repudiemus et. noyum, qnod pag. 385. operis prae- 
cbrl' ^Exer«. d'Anffl. et de phys. matrhem." nnper admodum promul- 
gavit auctoT inclylissimns, novnm (iuqaam) signi hujusce alterulri soIi , et 
^dem superiori, ambarum quae in posteriori aequalionis noslrae (II') 
i|M9ikro contin^i^ttr' quaatitatam vindicaudi cyoamea Analysi ^ere prodesse 
nhemeirtir -dabiteuius. 

..Postscriptum« 

Dissittnlare iMo l'oeo non fa» est nosmet ip809 in ea, qnam de hac re 
tnio 1845 Academiae Scieat. Stockholm. obtalei;amn8 , diaseriatioire [quae-- 
tee in „Actis" annl ejasdem relata est] novam haue ipsam definitionem 
Cmieliyanam nostr& qnidem parte sponte proposuisse ; postea antem re accu- 
Utioa perpen*^ et qnidem ingenti ipsä animi oblectatione ex eo, qnod no- 
ttram'h.aiic definitionem sie novae iUi Canchyanae omnibus omnino numeris 
ttn|;nirnTfm esse cognoveramus, praetermissA nos in Nota, qnae de hac re 
im. Acad. Soient. Stockholm, d. 2. Febr. anni hnjosce 1847 supplementi in- 
Mäj praecedentiunt relata fait-, eam, quam hcic supra in medium protuLimus 
UlfiiiitioiLem prioris in locnm denique substituisse. 

^ Praetcdc^tibue ex Aualyse(|s partibus commoaere hoc loco juYat, X 

tiali ac nnmerice _^ i , signo illo Arccos ((^)) intelligi 

. ^ArBCos:rJ:2Ar9r »ea Arccos ((i))JtArccÖ8a:, 

iril« ,f AtgcosJ?" hocce limitibus et 9r band excedente. 

4* 
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(15) ..... Co«i=a+/?V— l=ar (« et ß reRÜlms)", 



ecurate j ut ex aeqa. (4) patet, idem est ac problema «> In venire 
nantlta'tes eas z universas, quibus conditioni 



Sin(j-z)=a+i3V^=ar 



fiat 8a 1 18 'S ideoqoe solutam jain isthoc habemus aequatione ilU 
(I) in §^ 2. praeced. i. e. aequatione 

(16).^ j -{Ärc8in((»))±[ArcsiD^- J + V^ ./(H-:^«)]r 
= Arccos ((1)) ± [Arccos y- V"=i ./(y + :^«)], 

denotantibus heic y et 8 easdem^ quae in §^ praeced. ezpositae 
sunt^ expressiones. ' 

2. lis convenienter^ quae in doctrina Jam quantitahun realiiiB 
fuerunt accepta*), universalis ea formula [posterius inquam aequar 
tionis (16) membrum], quae in se cuuctas continet qnibus pro* 
bleroati huic seu aequationi (15) satisfiat quautitates, signo .illo 

Arccos ((a+jSV'"—l)) seu Arccos ((o:)) erit intelligenda. Itaqne^ 
realibus er et jS quibuscumque, habetur aequatio 

(I).... Arccos ((tt+ß\r^)) = I - Arcsin ((u + ß V^)) 

= Arccos ((1)) ± [Arccos y- V^ . /(H"^«) > 

r" 

O 

in qua praeterea (sicut in §^. praeced.) signo T^t ^^^ 

simul /5 = atque a^> 1 sunt [dum a numerice ^ estat- 

que ß==:0, ipsa d in abit], ex arbitrio -f 1 aut — 1 intei- 
ligi licet. Quo igitur in casu speciali, [y tuoc =:V«*-e8tf 

d=: Vc^--4] aequationem sie licet describi: 

* 

(!') . . • Arccos ((a)) = s'— Arcsin ((«)) 

= Arccos ((!)) ± [Arccos ~ -V—l . /(V«^±^'^'-1)1' ! 

.'^r CK ■ 

= Arccos ((^)) ± V^ . /(V«»+ V^:^). 



L 



*) Etoalm aequatio (I) tubseqnens, dam fi-=:=0 est atqne dmnl a oumeiict 
^lli iclentic« evailü. 
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Deteraiinaturi nos deinpep«^ cuinani potissiinuin ex ioDuuieris, 
quas^continet aequätionis faujüs (! ) me mbnitn, quantttatibus 8ifi;riiim 
iilud Arccos^ seu Arccos (a + jS V — 1) nee non deDomioatio illa 
^Principalis ipßiu^ A.rcc^s((a-)) valor" reservetur, iisdem 
ac in ^0 praeced. rationibus permoti eam ipsam^ quae positioni 
A=0 in generali illd 

Arccos ((l))=±2ifcw 

«igno^ue pl,us uncis [] in aeq[u. (I) praefixo debetur, hoc modo 
insigniendam esse censemus, ideoque ratam.hanc et univer- 
salem ipsius Arccos:r statuendam esse aequationem: 

ai)...Arccos(tf +/JV^)=== Arccos- — V'^./(y+:^d) 

= J— Arcsin(a+/3V^). 

Ex quibus jam patet, P) eam, quae antea realibus modo 
atque unitatem numerice band excedentibus o; obtinuit 
loeum, aequationem 

(111) .... Arccos ((ar))= Arccos ((l))db Arccos« 

quibuscumque abhine ipsius x vaioribus, imaginariis 
aeque ac realibus » ratam permanere, atque 2*) nobis equi- 
, dem de notione illa Arccos of ,• aum a numerice > 1 est, nihil aliud 
statuendum esse videri nisi hoc solum: Signum illud Arceo^j« 
in AnXlysi-nusquam pro a numerice >1 adhibetur, nisi 
quo limes umquam significetur ipse, in quem' iroagi- 

naria ea, cujus tunc mentio sit, functio Arccos (a+/Jt^—l) 

coDvergat /? suä indefinite in tendente, verbo: 

» ,-.■.■ 

ai') ..... Arccos a = Arccos (^^ =F V^ .7(Va*+ V"«*^), 

' prout ea, cujus Sit mentio, « liraltem con- 
ficit, in qu^m pfoposita quaedam a-|-i?V^ 
aut a— äV-HI, descrescente Numero 
A in indefinite, convergit; 

= 5- — Aresin a. 

Nota. Ex aequationibus (I) et (II) praecedentibus in specie 
ooDsequitur e&se, ß reali quAlibet, 

=Arccos((l))+[^- 'S^^./(^+ VWi) 1' 



\ 
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(H*).... Arceo8(^ V^)=^-V-1./(/5+V:F^) 

= J— Aresin (/SV^). 



../. I': 



. ( 



NOT A E- 



Nota II. 

. . . i . ■ ^' 

(Vid. pag. 51,) 

Qaam snpraBlicabl fCap. Fl in eo «ramns, nt definiretar « sigimiii 
illnd 

(/JV^— 1)A«, ft reall ac rationall, 

«a tanc quoque proponebatnr quaestio *) , nnrane Analysi bene fniaMIt 
consultum tributil buic signo definitiSne qnädain Uli analogä, qnae sigoo 
illi 0/^ antea [vi4. notam sab pag. 388. T. IX.] fdecat \indicata, iJeoqoe 
acceptis bis dem am aequatioaibaa 



(a +/? 1^^)/" x= (+())/u (Cos/*r + IT^ Sin ^) 

prout positiva est ant neg. a, , 

• Q?V— l)f<=lim(a + /9y— l)/i tendente a saä io indefinite. 
' ■ . ■ > . • . 

[Reverä (ut in pag. 39^ icit. explicatum est) bic 11 mos, dum fi posi- 
tira est qaantitas, unicus est ac perfecte determinatus, sive positirä 
ex plagä sive negativa tendat a in-z<;ro; at yero anceps, dum/?- nega- 
tiva est, certe nisi f* ipta ni|merice integra aat fuerit] *^). 

Tali ex modo rei gerendeie id (inter alia) commodi fuisset profectam, 

jfl niiUÄ^ in sequentibus opus fuisset sign! bnjns (ß V — 1)/* mentionö spe- 
i»ali^ ^uippe quoniam singulis demum calculis iis, ubi forsitan de hoc 

kignö A^eretur, ea, quae de (a-f-/^V— ^1)A< positiva a negativäque jam 
fnerant allata, saffectura essent. 



*) Vid. „Observ." in pag. 39^. T. IX. bnjus ArcbiTi. 

**) Commonere juvat hoc loco definitionibas , qnas in Cap. hoc 1® sta- 
talmo«, .Jlusp« 

(a+ß V^)/* =(+(>)/" (Co«^r+ V — 1 Sin^r) , 

atqne 

(— ß)M=()M(— i)f*z=zf^ (Cos fATf-i- V —1 Sin^ 

id esse Analysi conciliatum commodi, at 



ini 
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Distimulari non potest rererä permultas , eHsdeniqne gravioris sane 
nMDienti, rationes ad honcce modum rei gerendae comprobandum ad- 
ferri optime licere. Scilicct (ut paucis utamur) quemadmodum, dum de 

figno 0^ agitur, innumera Analjsi contingunt emolunienta ex tali defi- 
nitione) qua nullus lIH alius in antecessiim tribuatur iiensas nisi multi- 

lex ille liinitis, in quem proposita quaedam (a-\-ßir — 1)^, tendenti- 
s demnm a et fi suis in indefinite, convergat : at totidena certe e 
cootrario consecutura easent incommoda, si ita definiretur hoc (^, ut 
linji^Qlari inde cuipiam horum limitum foret adfixnni; sie fere de signo 

(j?f — 1)A*, cujus heic inentio est^- juv« liceat jndicari. Nee sane irritnm 
id Tidetnr esse praesagi um, fore bt llali olim definitionis genere gandeat 

boc quoque signum (/?V — 1)A*, sciiicet confirmatA denium probatäque 
omoibn« eä, quam a nobi« equi^em {» Cap. P pr^eced. aHatmn- «lyipiffit 
postea Dlfistt. fpsc Caiichy •), optnioire de slgho (a+/V~i)?», Dfegift- 
M» W9ifme ac posttivä, Aimlysees in usum Terteado% Pira^B^Btl ftii^ 
tem jtempore, quo residet usque plerisque mos ille, ab ilhiStr. 

CtQvliy acceptwi, «t sigtniAi tioe (« -f-'j^ ¥'^V)ß pro n ne*^ttvA (tttst 
forte fi integre foerit Yalore Omneritiaft ant -O] px. Analysi plane rejectum 

esse censeant, inveteratäque insuper coasuetudine signum illud (ßV^ — i)fJt 
nomquara non limiti solius, quam Analyst snperstitem reddiderant, 

(a-{-ßV ^l}f* [pro a .positivä] reserratum esse jodicandi, praesenti certe 
tempere (inquam) rem aliter, quam ut ex verbis in „ Observ. ^^ modo 
dtatA allatis constat, diriraendi noc- copia ^at nee apta satis occasio **). 

Aliter, ut patet, longo sese res aliter de signo illo Aresina \a na- 
merice S 1] habebat. NuiU enim ex antecedentibus cujuspiam rationibus 
praesumpta erat de hac re opinio, quippe qiiod apud Cauchy solum 
illata fuerit tigni hujusce nientio, eademque •— certe si noTissima, quae 
de hac re Dissertatione in ,,£xercices" suis anni proxime praeterlapsi 
edidit, verba exceperis — nonnisi ut bx Analysi hoc signum toUendi oc- 
casione nteretur. Re igitur ad himc usque dicm sie fere integrä relictd, 
8 primo inde adgressu eam , qn4 usi snmus quaeqne sola Analjsi vere 
salutaria esse ridetor***), definitionem statuendi occasionem amplexi 
«■ins commodam satis atque idoneam. 



fteinper limitem reverä coiificiBt, unicam enm qnidem ac perfecte detcrmU 

natttin, in quem (a-\-ß^ — i)^ unaqaaeqae, coavergente ß suä [positiva hU 
ifehi an negatlT^, lül refart] in indefinite, tendit: ^erbo [.4 et ^ Ndme- 
r«t dieiiolaiitibiiaj semper esfte 

(B=ö) - 

«t (— i4)i«;=lim(— i4.ÄV^>u. 

(B=ü) 

•) Vid. „Po8t4criptum-" iUud in paa;» 432. T. IX. hiijas Archivl 

**} Quae licet ita ait in gönere admissa hncusque dtefinitio sigui 

(ßy — i)f-i nihil tarnen impedit quominus, quicumque erit, cvi forte potius 
placeat altiera cujns supra mentionem fecimus sign! hnjas definitio, is sin- 
galis in calcnlis (ubi signi hajas 4rit opus), donec vulgo forsitan nova hacc 
definitio olim fuerit usu recepta, expressis in autecessum indicet verbis eä se 
iam tnnc temporis esse usurnm. 

***) Confi notam ipsam contextui in pag. 51. praeced. subterposilam« 
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VI. 

Avllilsiiiigr der beim rechtwinklichteii 
9li3risc]ien Dreieck Torl&oiiiiiieDdeB 
AußB3b&ät Termittell; durdi das spliS^ 

riscbe FünfeclL. 

a 

Von 

Herrn Dr. M. A. F. Prestel 

u £mdeo. 



Vorbereitende Betraebtangen. 

§.1. Es sei BNMf^dS, IL Fig. 1 ) ein spbSriscbes Dreieck, wel- 
ches bei N rechtwinklicht ist. l^MNK sei die dem Dreieck ent- 
sprechende krirperliche Ecke. Man denke sich aus K mit dem 
Halbmesser KB=KM:=KN die Kugel FBNSQR beschrieben. 
Es werde femer die Seite BN über die Kugeioberfläche zu dem 
grussten Kreise NBFJQS, die Seite NM zu dem grussten Kreise 
NMDLR und die Seite MB zu dem ^ussten Kreise BMGHT 
erweitert. 'Femer beschreibe man aus £« als Pol, den grussten 
Kreis JEDGS , und aus ill, als Pol, den grussten Kreis FELHQ. 
(In Taf. IL Fig. 1. sind nur die auf der Vorderseite der Kugel liegen- 
den Hälften der genannten grussten Kreise zu sehen. Taf. H. Fig. 2. 
stellt einen Theil der auf der Rückseite der Kugel liegenden Stucke 
der eenannten grussten Kreise dar. Taf.II. Fig. 2. ist nämlich das Bild 
der Kugel TafVIL Fig. 1, wenn man diese letztere sich um JFQ als 
Achse. vpn der Rechten zur Linken um 90^ gedreht denkt) 

Nach Obigem ist in Taf. H. Fig. 1. und Fig. 2. 

Bog.iVBF=Bog.FJÄz=Bog.ÄJ'0=Bog. QSN=W^, 

„ BFJ = „ BMG= „ BNS = =9(K>, 

„ MDL= „ MGH= „ MBO = » MNP =90^. 

Da alle grussten Kreise, welche aus einem beliebigen Punkte 
des grussten Kreises NBFRQS beschrieben sind, den grussten 
Kreis NMDLR, dessen Ebene durch den Mittelpunkt gelegt ist 
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vnd mt der Ebene jenea grussten Kreises reektfrinklieht steht, 
in einem «an 90^ top dem grössten Kreise NBFJRQ entfernten 
Ponkte schneiden, so ist aueh 

Bog.iVyirZ>=;:Bpg. />Xe=Bog. DEJ=^Bog. DGS=:W^i 

ferner sind die sphärischen Winkel: 

jii.FLD=z^DJF=^MOF=^BGD=^FNM=90^. 

Von den auf der l^ngeloberflSche durch die angegebene Kon- 
struktion entstandenen sphärischen Drei-, Vier- und Fünfecken 
müssen nun, Behufs des Folgenden, einer genauen Betrachtung unter- 
' würfen werden: 

1) das sphärische Fünfeck ÜDEfB (Täf. 11. Tlg, 1.), 

% die sphärischen Dreiecke BMS, MGD, DLE, EJF 
(Taf. IL Fig. 1.) und BOF (Taf. II. Fig. 2.). 

Der leichteren Uebersicht wegen soll im Folgenden die Seite 
MB durch a, die Seite MN durch b, die Seite r^B durch c, der 
Winkel MBN durch B, und der Winkel BJUN durch C bezeich- 
net werden. 

Durch Betrachtung der Figuren ergibt sich: 

a) Das Maass der Seiten des sphärischen Fünfecks MDEFB 
ist den in dem ursprünglich gegebenen, rechtwinklichten sphäri- 
schen Dreieck NmB vorkommenden Seiten und Winkeln, oder 
deren Komplementen beziehungsweise gleich« Es ist nämlich 

1) MB=a, 

2) MD=DN-^MN=W^'-b, 
^ BF^FN-BN-QO^—e; 

temer EG=DS; zieht man hibrvon 
DG^DG ab, so erhält man 



4) ED=GS=ZB; 

endUch ist FL=EH 

und EL=EL; dieses abgezogen 



^ht6) EF=LH=zZ.C. 

b) Die Dreiecke, welche über den Seiten des sphärischen 
Fünfecks liegen, sind sämmtlich.rechtwinklicht und zwar: 

^BNJU bei JS, 
^MGD „ C, 
\DLE „ i, 
XEJF „ J, 
^FOB „ O. 






Fernier ist da« Maa«B der Seiten dieser Ureiecke den Seiten und 
Winkeln, oder deren Komplementen, welche in dem nrsprifaiglidi 
gegebenen Dreieck BNM vorkommen, gleich. Vm den Seiten^ 
welche zugleich Seiten des sphärischen Fünfecks sind^ ist diese» 
schon nachgewiesen;^ für die übrigen ergibt es sich aus Folgendem. 

In dem Dreiecke BNM sind die drei. Seiten a, b, c. 

In dem Dreiecke MGD ist 

Z>if=90O— 6 (s. oben), 

DG=GE-ED=W>-B. 

In dem Dreiecke DLE ist 

ED=zB (s. oben), i 

LE=LF—EF=W^—€. 

In dem Dreieclc EJF ist 

I 

EFszC (s. oben), 
EJ=DJ - DE= 900- Ä, 
JF=JB—FB=W—(90o- cj=c. 
In dem Dreiecke FOB endlich ist 
BF=W>-c, 
FO=EO'-EF=^~C, 
BO=OM—MB=9(y>-4U 



': I-' 



Zusammenhang unter den Seitendes rtchtwinklichten 
■ drei S 

fecks. 



Dreiecks, so wie unter je drei Seiten des sphärischen 

Fünf • ^■ 



$. 2. Lehrsatz, In jedem rechtwinkiichten sphäri- 
schen Dreiecke ist der Kosinus der dem rechten Win- 
kel gegenüberliegenden Seite gleich dem Produicte 
aus den Kosinus der beiden Selten> welche den rech* 
ten Winkel einschliessen. 

Beweis. Es sei^iV^(Taf.II.Fig.l.) ein bei iVrechtwinklidh 
tes sphärisches Dreieck und BKNM die demselben zugehörige 
körperliche Ecke. ]\Jan ialle vop B auf KN das Loth SA^ und 
vom Fusspunkte dieses Lothes A auf KM das Loth CA und ve^ 
binde B und C durch eine gerade Linie. ■ Hierdurch entstehen 
drei Dreiecke, von welchen ifcAi und J^C^I bei C und BAK\iA 
A rechtwinklicht ist. 

Es ist nun 

im A AKCi j^=cosMN, folglich KC=KA.cosMN', Q) 
ua^BAKi^^GosBN, „ KA = KB.cosBN, (2) 
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SabstitaiTt maD den Werth von KA aus (2) in (1), so drfaäll man: 

KC—KB.fxmMN.co&BNy 
KC 



=€08 MN, cos BN, 



Da Dun 



KB 

KC 



go ist anch 



^gj=^CQsMB t 



cos MB = cos MN. cos BN. 



Ist mm über der Seite eims i^htwinkliclitcfn sphSrfschen 
Dreiecks 5 wekhe flem rechten Winkel geqi^nflber steht^ auf die 
eben angegebene Weise ein sph^ischeis F^tinfeck verzeicbti^t^ so 
gelten von diesem folgende Leiirsätse. 

€•3. Lehrsatz. Der Kosinus jeder Seite des sphä- 
rischen Fünfecks ist gJ:eich dei|i Produkte der ;I^ibus 
diet Ibeiden mit ihr.^usammenstossenden Sßltea. 

Beweis. Nach Voranstebendepi ist im Dreiecke MNB 
(Taf. IL Fig. 1.) 

co6MB:sztosMN'.caBBNi . '. .\. 

' . ' ■ • 

ferner BN=90^-^FB und ifiV=90o-J>Jlf; diir^)* l^ubstitution 
dieser Werthe In die voranstebeode Gleichung ergibt sich /däs's auch 

cos^l?=cos (90^—i^Ä) . cos (90* — JOilf). 

Da nun cos (90' — FB) =t:sin FB und cos (90*» - !>*).=: sio DM. so 
ist auch 

co»iirß=sinJ9itf.sinFÄ > . 

Eben so beweist man mittelst des Dreiecks JDGM, dass 
cosDJf = sin Jlfß . sin Df^ mittelst dös. Dreiecks JDLE, dass 
co^EJ^=z8inDM.smEF, u. s. w, ' ' .. ■ ' 

6.' 4. Lehrsatz.: Der Kosinus jeder Seite des sphS- 
riscnen Fünfecks Ist gleich dem^ Produkte der Kptan* 
genten der beiden Seiten, womit bie nicht aüsammen- 
stosst 

Beweis. Es ist nach §.3. 

cos DE ^ sin DM . sin EF, 
cas EF=s\n DE. sin FB^ .. 
folglich C08DE. cosEF=smDM.8inEF.8inDE.6inFB. 

Diridirt man diese Gleichung auf beiden Seiten durch '6in£F.SinZ>JE, 
so erhält man 

COSDE.COSEF . rkwr ^l^ VM^ /'«\ 

. r.F — « vKr = BinDM. sm FB. (a) 

aiik DE •BiuEF 



I ' * . ' J 
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. Ek ist aller. ■ ■ ', ;::■• t ; 

COS DE . . X #\i7 . cqbEF 4_ ru 
sin Z/£ ° sin £F ° 

und 

8in DM. sin FB=co& MB. 

Durch Substitution dieser Werthe io (a) erhält man 

cotg Z>iE . cotg£:F= cos ilfÄ 

Diese Gleichung erhält man immer , wenn man zwei befiebige 
Selten des sphärisciien Fünfecks, welche in einem Punkte zqsam- 
mentreffen« als Funktion der mit jeder von ihnen xusammenstoa- 
^nden Seiten ausdruckt ($. 3.)» die beiden Ausdrücke, weldhe man 
erhältV muitiplicirt und die dann Torliegende Gleichung mögUehst 
vereinfacht. 

'Auflnsnng der beim rechtwinklichten sphärischen 
Dreiecke vorkommenden Aufgaben, vermittelt durchda« 

sphärische Fünfeck. 

i, 5. Für das Folgende , wie für den praktischen Gebrauch 
aupt, ist es bequem, das Bild des sphärischen Fünfecks und 
der über seinen Seiten liegenden Dreiecke, abgesondert von der 
Küigel, vor Augen zu haben, wie es in Taf.II.Fig.S.dargestellfist. 
Zu den Stücken, welche bei der Berechnung des rechtwink- 
lichten sphärischen Dreiecks in Betracht kommen, geboren die 
Seiten a, 6,' c und die Winkel B und C. Diesen Grossen oder 
ihren Komplementen entsprechen die Seiten des beschriebeneD 
sphärischen Fünfecks beziehungsweise. Soll aus je zwei von ih- 
nen eine dritte berechnet werden, so suche man die ihnen oder 
ihren Komplementen entsprechenden Seiten in der Figur auf, 
drücke ihren Zusammenhang entsprechend einem der beiden Lehr- 
sätze '§k 3. und § 4. aus, und forme die Gleichung, welche man da- 
durch' erhält, so um, dass die gesuchte Grösse auf einer Seite al- 
lein steht. Hierdurch ergibt sich die Formel , nach welcher die 
numerische Berechnung ausgeführt werden muss. 

§; 6. Aufgabe. Gegeben die beiden Katheten b and 
c, gesucht: 

a) Die Hypotenuse a. 

Nach $. 2. ist 

cos a =: cos 6 • cos c. 

b) Der Winkel B. 

Im Fünfeck (Taf.H. Fig. 3.) entspricht der Bogen /)E als Haas« 
dem Winkel B, ebenso ist DM==90^'^b und FÄ=90"— c. Nach 
§. 4. ist aber 

cos FB= cotg DE . cotg DM , 
cos (900— c) = cotg B . cotg (90P — b). 
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Da niiD co8(90— c)=:8in<; iindcotg(90— 6)=tg6v so istmieh 

8ine=cotg^.tg6, 

folgliöh 

. n sine 
cotff JB=- — r • 

Auf dieselbe Weise findet man 

. ^ sin 6 

, COtgC=r^ . 

^ .1 • ■ • ^ A ... V 

.».»■■.■■. ■ • ■. . * i • 

{. 7. Aufgabe. Gegeben die eine Kathete 6^iiii«l:die 
Hypotenusen, gesucht: 

a) Die Kathete c. 

Ans cos a= cos 6. cos c folgt« dass 

. cos a 

cosi:==— ' r. 

coso • ' 

h) Der. von der Kathete 6 und Hypotenuse aein- 
geschlossede Neigungswinkel C. 

Im Ffinfeck entspricht der Bogen EF dem Winkel C» "Bogen 
MB der Hypotenuse a und Bogen DM dem Komjplemente BO^ 
—6 von b, Kach §. 4. Ist 

cos£F=:cotg MB .cotf^DM , 
cos C= cotg tf . cotg (90<^ — 6), 
cos C=:cotg a • tg 6. 

e) Der Winkel B, weichet* der gegebenen Ka- 
thete gegenübersteht. 

Da Bog. MB der Hypotenuse a. Bog. MD dem Komple- 
moite U0^--6 von 6 und JSog. DE dem Winkel B entspricht« und 
nach i. 3. 



ist« «p ist 



cos DM= sin MB. sin DE 



COS (90 — 6)= sin a . sin J? 
oder 8ib6=sina.sin^, 

sm^=:-; — : 
sma 

§. 8. Aufgaben. Gegeben eine Kathete c und der 
ihr gegenüberstehende Neigungswinkel C, gesucht: 

a) Die Kathete b. 

Nach §. 6. b. ist sin6=cotgCtgc. 

b) Die Hypotenuse d. 



«2 . 

Kaeh S^ 3. c. iat ...-■,• i.- ■ ■.. , tu«.i j*. 

woraus folgt, daas 

. sin c 

sinfl=-r 



t ■ 



c) Der Neigongswinkel B. 

Es entspricht dem Winkel B der Bog. DE, dem Winkel C 

der Bog. EF and dem Komplemente 909— c von c der Bogen FB. 

::.Ba fei 






COS 1;F= sin ED. Bin FB\ 

cos C = sjn JS .sin (90^ — c), 

' ' ■ • * 

cosC = sin 6. cos r, 
sin iS =1 . 



• 1 



COSC 



i - • 



^: 9/ Aufgabe. Gegeben die -beiden Nelgtrogsvinkel 
iB und CL gesucht: , 

a) Di^ Kathete-^. /. . . i; 

Eben so wie §. 8. c. ergibt sich, da^s 

V cosA^irsInG. cosift» 

woraus folgt 



». cos B 

.. .. co&6=-T— 2r 

- ^ -sm t> 

b) DieSatkeite e. 
■'-' Niach §. & €• ist 

cos C= sin B. cos e , 

i - 

* • ■ • . 

folglich 

COSC=-; =i. 

.. SU1J9 

c) Die Hypotenuse o. 



• L ' 



t ,tJ 



1-i 



Es ist 



f ■ « 



cos MB = cotg jDB . cotg JEFa 
cos a=cotg B . cotg C. 
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IFelier die slnipilären IVerthe bestimm- 
ter iiiteip*ale* 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Seh 15 milch 



der llnivenität so JttBO. 



• 1' 



i. i<. \\'tl»\\ .< 



I, 



Sekr U«% boinmim bestimmte ht^nJe von der Form 

a 

Tor, wmin % eine willkuhrlicbe Constante bedeutet und die Fimk- 
^nm f(K,f) die Eigtoiuickaft besitzt, lur ein gewissem gpexkiktm 
«sieh zn annaliiren, wie z. B. l{l-\-xf) für »=0; In «olcben Fäl- 
len meint man gewubnlicb, es müsse für diesen Wertb von % auch 
der Wertfa des ^^anzen Integrales verscblrinden, «reil sieb dajs- 
«elbe anf /O.cfl redozire. Diess ist indessen nicbts weniger als 
allgemein ncbtig nnd es mnss bier nocb eine besondere Einscbrän- 
fam§ faiaa^efigt vetden« Eriaaert man sieb aimlicb , dum 6mm 
ii Bo. 0> amigMielile Integral nicbts Anderes als der Gränsircrlh 
iit» weirbem sich der Ansdnick 



dI/(s,a) + /(x,a+a) + f(«,a+23)+/T«,a+3«)+.., 



d= ^ M gi»Mz mut posfÜT 



(2) 



fir nendfidb wachsend» m, also bis zor Nnll abnehmende 9, wSL- 
krt, so eikennt man sodeicb i&e JBichtigkeft Msender Bemer- 
kn^ea. fai der R eihe (if nimmt i soecessive die Werthe «, m+6, 

c-F2a,...c-fV=ja=6— a an, d. h. es dnrchiaiift mteüg das In« 
terral i=zm bis <=*; Mmmflß.^^QOr ~ ' 
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der etwa %* heissen möge« gleichgültig, welchen von den Wer« 
then a, a+d, a-f-^d etc. man dem t geben muge, so yerschwin- 
det jedes Glied der Reihe (2) för sich, und folglich erhält man 
d,0=0 als Gränzwerth; oder mit anderen Worten: das Int^ral 
in (1) annullirt sich, sobald /*(x,f)=0 ist für x=:x' und jedes 
t innerhalb des Intervalles a bis 6. Anders aber wird die Stäche, 
wenn es unter den Grössen a, a-{-b, cr-|-2^9 etc. eine, d. h. in« 
nerhalb des Intervalles a bis 6 einen Werth von <, etwa il jrieb^' 
welcher die Eigenschaft besitzt, dass die Funktion A**9 ^ 
x = x' nnd^=^ unbestimmt oder gar unendlich wird; in dieses 
Falle wird nämlich eines der Glieder in no. (2) selbst unbestimnt 
oder unendlich, und man kann- jetzt nicht me^hr behaupten, daw 
der fragliche Gränzwerth, nämkich das Integral in (1), für »=«' 
verschwinde. So z. B. annullirt sich der Werth des Integrales 



■•■ 



/• 



»H^ 



di 



fflr x=0 nicht, obgleich diess im Allgemeinen mit der Funktion 
-J^ der Fall ist. Innerhalb des Intervalles <=0 bis t==A komat 

nämlich auch der Werth ^=0 vor und ßl^ diesen wird -^TJä ^^ 

bestimmt = TT» wenn zugleich »=0 ist. Der wahre Werth jene« 

Integrales findet sich dagegen leicht durch unmittelbare fttt^gnc 
tion, denn es ist 



jj,^=Arctan-, 



..:■..* .JOF-: 

fol^ch, wenn x-bis zur Gränze Null abnimmt, :'*}^ 

■:i!m? 



^j 'i^^^^^^^^'^ —\ 






Zu demselben Resultate gelangLman durch Einführung einer 
Variabela« indem man tz=:.y,x setzt, wobei die neuen flir v get' 
tenden Iritegrationsgränzen durch die Gleichungen 0=%v, alse^ 

r=0, undA=:xr, alsor=~, bestimmt werden. Es ist dann 



/^ v.dt __P^ dx 
^""^I^J 1 + 1^*' 

y. P^ %dt P^ dt n 






I 



Ganz ähnlich verhält es sich mit dem Integrale 



«5 



wenn man x ins Unendliche ivactisei^ lässt. Es ist dann zuar int 
Allsenieinen 

Lim { ^-«*^ -T e-i'*' ! =: , . 

aber deaswef^jen ier Werth de* Integ.rti1e^ nicht =0 Ar « =00 . 
Detm 'ünnethalb des rntegrationsThtervatfes kömmt aneh der Werth 
f<ä^ Toi^ nnd fSr dieseir und 9e±::x steift ^icb der Bestandtheil 
^ — e-^** nnter die unbestimmte Form e— *"® — e— *'<^. S'etst 



mau dagegen t^= — , so wird 



imd hieraus findet sich für unendlich wachsende x 



o o 

indem man eine bekannte Formel in Anwendung bringt. 

Diese besonderen Werthe des Integrales (1), welche (ur ein 
paar bestimmte Spezialisiruugen ii=:i^' , t-=1f eintreten können, 
neissen bekanntlich singulare Werthe lies Integrales und die- 
nen in vielen Fällen zur Auffindung der Werthe doppelter oder 
mehrfacher Integrale, wovon bereits Cauchy einige Heispiele ge- 
i^ hat* . Ich. gebe hier noch ein paar andere, die sich besoa- 
»rs dadurch' auszeichnen , dass in den ; fraglichen Integralen wilt 



Bcn in vielen Fällen zur Auffindung der Werthe doppelter oder 

oeispi< 
' sich 
den dadurch' auszeichnen , dass in den ; fraglichen Integralen 
kflhrliche Funktionen und willkührliehe C'on^tanten vorkommen, 
von denen die letzteren gleichgültig für den W^erth des Integrales 
sind. 

I. Ich betrachte zunächst das üoppelintegral 

C 

/■ 

worin t und h positive von Null verschiedene Grossen bezeichnen 
mid die Funktion f{t) so beschaffen sein ^ soll , dass ihr Differen- 
zialquotient f'{t) stetig und endlich bleibt von ^=0 bis <=A. Da 
uiter dieser Vorauss^zung f{t) selbst weder unstetig noch un- 
endlich wird, wenn t von bis h geht, und da ferner der Aus- 
dmck I 

Tlwil XL 5 



'06 



von u=s bis u=qo und. tszO bis t=A niemals unendlich oder 
unbestimmt wird, so folgt, dass die Funktion zweier VambdB 
(u und t} 






m. 



% 1 

worauf sich die beiden Integrationen beziehen, während der TOf* 
hergenannten Intervalle endlich und stetig bleibt j; «nd midiia.jii^ 
e» erlaubt, in dem Doppeiintegrale <S die Reihenfolm der .fa^- 
grationen vmaukehren , also zunächst nach u zn in^gnien. Vjifß 
giebt 



' *■•- ... 






(4) 



Bei unbestimmter Integration nach u ist pun 

u 



A 






und folglich, wenn man für u die Gränzen u=(X>, ti=s einföhrt, 



s '/ 



Substituiren wir diess in die Gleichung (4), so wird 



I , 



s=r^f(t)dt 



*2-M* ' 



I'. 
.' 1! 



Ferner ist nach einem bekannten Satze, wenn f{t) stetig und m^ 
lieh ist von <=;0 bis f = /, " ' I 



f(t)=f(0)+tr(xt), i^^^o 



• >ii 



und folglich, weil wir f (t) als stetig und endlich während 
Intervalles bis A i'oräusaetzeo » 

O ' O 



=:/'(0)Arctanli + £ 






hiff 



tf'{Xt)dt 



• ij 



Lassen wir jetzt die Grösse b bis zur Gränze Null abnehmeOi 
ist vermöge des ersten und letzten Werthes von S 



. t: 



m 






er GrSnzwertli des Integrales reebts ei^dbt\ sich leicht aus foi- 
»ider Bemeifeiios. Da /'^(t): iiinerhüb d^ J[nte1rvalles bis h 
Mich bleibt» so ist diess um so mehr mit f'ikf), wo Xt^ty der 
lii» und folglich sind das Maximum und Minimum, weiches f'{kt) 
Derhalb des genannten InterFalles ettel^ht» endliche Grossen, 
^zeichnen wir sie mit M una N, so ist 






o 



<,*/'^ .«d >.i>f^. 





h. - '<' ' •'• "^ ■, 



i sich nun für unendlich abnehmende s die Produkte 



>:".■■ 



l/(t«+A«) und l/(t«) i 



,■'•;; ■ ■ . • •••.■■ 



»r Gränze Nnll nfthem, so folgt 



^ i'f'^m-'- 



id oaeb no« (5) ergiebt sich jetzt das beqerkensTv^rthe Theorem 



/•<^«/'(^f^./'W'^'=|AO). 



(6) 



.« . • 0' 

* f 



n. I^jlr ein zweites Beispiel gelten wir von dem Pppfielin^ 

igrale 

S=t duj {ße-ß^^ae-'^f(t)dt (7) 

o 

\y wedo CO und k positcl^e von Ntill verschiedene Constanten 
' Uten und der Funktion f{t) die Eigenschaft zugeschrieben 
, dass ihre Derivirte f*(t) stetig und endlich bleibt von t=0 
t=z h. Da unter diesen Voraussetzungen die Funktion 



I 

\ i . , - ' » > 

■'.'-• ^ 

weder unsteüg noch unendlich oder unbestimmt wird tnoerhalb 
der Iptegrationsintervalle'ü^O* bi« u^^^q, ^:;=Obis t=h, so darf 
man staU der Gleichung (7) durch Umkebning der Integratioiuk 
Ordnung auch die folgeode setzen: 



.' t 



./ f^^*^*^\/ (ß^^^*— «»-^«Ö» 



1 •: ■ ■ 

> : 



==f fit)dt .. ■■■ ■^:'i-."..' 

o 

Vermöge der Gleichung /t<)=/(0) + <f'(;0 ist dann weiter 

S^f(0)l j^-^dt 

o 

Setzt man im ersten Integrale 0/^=^» so wird 



i . i 



iS=t:/l[0) /!*"[«-«* -«-i»»)^ 

o 



• i 



: i-. liU 



Lassen wir- nun ai ins Unendliche hinaus wachsen, so ergieM . 
sich vermöge des ersten und letzten Werthes von 8x ,-. ^w 1 »!» 



«;! 






Da /*'(^0 von f=0 bis ^=:A stetig und endlich bleibt, so sind ^ 
sein Maximum M und Minimum iV, welche es innerhalb dieses "^ 
Initervalles erreicht, endliche Grössen und 

, >.^^^<^Mrr [e-«'^'—€~^«»] eirund >N j [ir^^—erM}ii,.^ 



1 1 { '• 



d. h. A ,1,1 



^ 



Mrl—er-^ 1— e-, 



q 



^ ilfri — e-*" 

^ N r\—tr-<^ _ 1— e-^*l 



irotnis sieb sogleich ergiebt 



Limj /"/"'Wfe-«"*— «-'''»*]d<j=0 



nd folglisb nacb no. (8) . .. 

u o 

Beide Theoreme (6) und (9) haben das Besondere ^ dass der 
Werth des. in ihnen Torkoinmenden Doppelintegrales unabhängig 
Ton der Constanten h ist, vorausgesetzt, dass dieselbe positiv 
ud >0 bleibt. Setzt man A=(X) und wählt dann f{t) so, dass 
f{fi stetig und endlich bleibt von f=0 bis <=qo, so kann man 
Micnt ein paar passende Beispiele finden, für. welche sich die 
JatiEtgratipnen ausißibren lassen. 

• -8et8t;iDan endUch noch f{t)=^fp{^'{-i)y wo nun 9/ CO stetig 
ttd endHch bleiben moss von i=^x bis 2r=:a7-f A, so genen die 
Theoreme (6) und (^ In die etwas aUgemeine^ren über: 



'I. '.,1. 



..-/) . I 






«ibei die Yariabele x der Funktion q> als arbiträre Gonstante hin- 
[llUitKcli der..lifiildn naeh t und tc .auszuführenden Integrationeo 
%iirirt» 



■ . • » 

..Vi • • • 



• •• ' 



t' » 



• • . ■ » 



« • » ■ . 



■■•■■ J 

■ * • 



f'»*!'ii ,\, 



u» 



i 



./* 



I * ' 






Entwlekelnnii^ bestiminter lMte§praMe. 

Von dem 

Herra Doctar F- Arndt^ 

.\"J',i Lehrer' am Gjnuia«iai|i eu Stralmiid; 



t\ 





' ;■*■.' 




• 


> ri; 


r*ii 


;- ' •" 


v.i. 


liOf 


t 


0^ 


i»tiu 


• 


i't\< 


(\)*\ 



D«r WeriJb ^iäes Uütimmten Integr^b !ä$ist sich IHiafi|^'Wi| 
durch finden, dass man fär einen Factor' di^r Pnnction uttiCT^cn 
lotegralzHcheo . eia bestimmtes Integral ^eiUt» .un<i..dltni)i;till::d«ai 
exitst^^d^v^P pQPpelintegri^le die InlegjratipPi unsikebrt I>ft.!di«jikllr 
wenduT^g i'^iei^'^ic Methode niichniclit blos zu einec ebifft<:tieii*Btii[[^ 
leituhg Dekannter Integraiwerthe , sondern auch zur Entwicklung 
neuer, auf anderem Wege vielleicht nur umständlicl^ zu ermittelii- 
der Integrale ^Ciilurt bat # so dürftig dfis- Folgende i4cht ohne In- 
teresse sein. ' * "' '■' 



* » 



:k 



1. Von dem Inteeral (»= / ^ .. ^ « o^* 

^ t/o 1+^* 



' i.Satsti man 'fäfe den Factor fj' ■ «, das 'bt«Hkmtb i|nt4^j;tiyl 
6-~^sinz8z, und kehrt die Integration um, so erhält man 

/^aO /»CD />« /»OD 

119 = / cos mo^Sar / c— «* gj^ xdz = / sin zSz / er**cosmaDdx, 

1/ o ' c/ o ^^ t/ O «/ 

/>GD ,, -.-^N«- ^ -j 

Bekanntlich ist nun / e-^ cos mxdx:=z-i^-r — 5, folglich os: 



/* zsinzdz , ^ , /** a:sin»iMP3^ 

^äq:^, also, 2;=»iu: gesetzt, ^—J^ l+a;« ^^^ 

... ^ «.,8a) /^® ^sioflRddbr 

wi positiv sein muss. Da nun offenbar ö;i = ~ / — | »^ ■ * 

so erhält man die Differentialgleichung ^"^^=0, deren AvflB- 



7t 



sang sogleich u}=Ce'^^ gi^bt, wo C eine von m unabhäDSige 
Constaote ist. Um diese zu bestimmen , braucht man wblt m:^0 «u 

aetsen« wobei i» in / rir~i=Q übergeht; es ist also C^^i 
md folglich 

y'** cos maaSor » , ss^^ 









Wird ^ = -, and dann m=ab gesetzt ^ so kommt 

** cos 60:80: « 



(1) 




-^2 ' 



WQ « päd 6 positive Grossen sind. Auch darf in der ersten Glei- 
dnnig 6=09 In der zweiten a=0 sein. 

Lacr oix erwähnt imTraite. Tom IIl.^p. 492-^-03 nur beiläufig« 

ppel 

/uO/Cosi^o: 

sind seine Worte). Mir ist diese Methode tlbrigen^ nicht gegen- 
wärtig, doch scheint es die von Mlndlng (Integralrechnung. 
BerllflL 1836; S. 240.) H) Anwendung jgebraqhle 2u «du^ V'ieldhe 
auf eine DiSereatiaigleichuog zweiter Ordnung fährt 

Gariz ungenügend ist die . Herleitung von Pols sopjt ^'.elcbe 
Lacroiz a. a. O. äufeenemmen hat. Poisson differenzirtnSmlich 

die^ Gleichung ß)= / | . ^ zweimal nach w, und findet 

Er setzt den Wert^ -dieses Integriäls =0, wegen der bekannten 
Cldchung / c-«*casüiaÄJ^=-5--r — ^. Das Integral / Qo^mxdx 

hat aber gar keinen bestimmten Werth, wie aus / to^m\atA(t 

siftflu? d'^Q) 

= h€onst erhellt, und somit wurde der Werth voh g» — ^—i 

« • ... ^"^ 

HBbetftimmt sein. Dies ist indessen wieder nicht der 



KiD» 4a aus der obigen strengen Herldtung der GletclHii^ 
9s=g-4-M in ider That folgt — g— 5==fl. Worin liegt nun dieser 
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Widerspruch? 'Darin, dass die Gleichung a^=^— / . — 1 ö-iK» ' *' ^ 

ganz unrichtig ist. Daa Integral rechter Hand ist unbestim^ftV 
. - P^ x'^CQsmxdx /**(l+a:«— l)cos?nar3a: /** ^ 

™Wo -Ü^-~=Jo 1+^^^ =Jo «^»^^ 

— # — 1 , 2 **** ^^ ""' *^®' erste Theil unbestimmt, der an- 
dere bestimmt ist. Hieran knüpft sich eine wichtige Bemerkung. 

Wenn in e^em bestimmten Integral eine der Grenzen oder 
QO ist, so darf man nicht immer nach einer Constante unter dem 
Integralzeichen differenziren , d. h. es ist nicht in allen Fällen 

5" / f{ayX)^x^=- 1 -^ —~^dxy sobald eine der Grenzen m,n 

=0 oder QO ist. Man wird auf diesen Ausnahmefall geführt, wenn 
man den Beweis dieses Satzes aufmerksam durchgeht. Beson- 
dere Untersuchungen darüber behalte ich mir vor; hier mag ein 

Beispiel genügen. Es ist bekanntlich / — ' &r=i7r, wennjJ 

positiv ist. Differenzirt man nach ß auf gewöhnliche Art, so kommt 
/ cosjS;r3ar=0, was nicht richtig ist. 

Dieselbe Bemerkung findet ihre Anwendung beiden'®^™7* 
welche man durch successive Differentiation der. zweiten Gleichung 
(1) nach 6 gewöhnlich ableitet, nämKcfi 

y"*^ x'^cxisbxdx , ' ^.u'^ «LT ^ 

Diese Formeln gelten nur fiur ä=0, fSr ä=:1, 2, 3, etc. rfnd'dil» 
Integrale linker Hand unbestimmt, wie man durch Zerlegung 

der unächten Function 21 2 ^^^^ 2-l 2 '"^ ^^"^ ganze und 
eine acht gebrochene sogleich findet. 

I 

iL Von dem Integral « = # aj-Aa *^g(**v* 

g cos iiir~^ cos Mx^ ' 

Für log(t<z) setze ich hier / 3a?. Die Iden- 
tität beider Ausdrücke wird auf folgende Art nachgewiesen. '^ 

_ , /**cosar — cosarz^ /**cosa:^ P^cübxx^ 

Es sei 0=/ dx^^f oa:— / — : — ox, 

^ f/p , ^ J V ^ t/p 4P . 

wo p>0 sem soll, damit beide Integrale bestimmte endliche 

Werthe haben. Setet man nun im zweiten Theil 0-2=^, sokonttii 

/*• cosarz^ /** cosy ^ , /*® cosa:^ «, ^ ,^ 
/■»■ •■ ■»■■ • ' ar±= / — ^3«, oder = / 3ar.' Daher M 



1. 
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^ Jf -^ t/p» ^ t/p ^ t/no ^ 

= ±:.i. ^. ' iL ? ^*'v. Entwickelt man dud io ebe Reihe, uod in- 

tegrirt« so kommt 



i. 



„ • ='"8 (p*) - i • 172" + i • o::r4-"" 



i:.j / 



Lisst man endlieh p sich der Null nähern, so erhält man 

a r 1 1. . /^^<;o|iJti-rCosiaa:^ , , . __.. _ 
und fiolghcb / — ' H oa? = log(u2). Wird also dieser 



Werth vonlog(ttz) in dem vorgelegten Integrale « substituirt, und 
Amn^die IntojIrtUSoo Ufugekehrt« so kommt 



• cos azBz P^ cos x — cos utx 



f^ cos aiBz P 



X> 



hx 



cos azdz 

coso? 



/** dx P9 cosazSz, . , 

•: J. ' . =3 i . ^ f ■ ^.L^ '(eOBX'^COBUXZ)' 

Der erste Theil des zweiten Integrals, nämlich / 21 Aa 

"• i * Ja ' ^. L /!< *^ * i- X ' /**^ cos tix cos tiar« ^ 
= ^«~'**cosa^ nach (1); rem er hat man / äXTä ^* 

_j /** cos(a + u x)z + cos(a—ux)z ^ P^.oos(a + ux)z -. 

"^^f^^^^^^^TW^^^' wo der erste Their= Jg- *(«+«*) ist 
{mkjIi"(1)). ,Wäs aber den zweiten Theil Betriflft, so ist er 
= 7tc^<«--«*>*, das obere oder untere Zeichen gehömtiyen'/jenach- 
dem a — tu: positiv oder negativ ist, d. i. jenachdem x zwischen den 
Gr^izen ndd — , oder^ zwischen — und x liegt. Daher ist offenbar 



^^ /** cos az cos uxz ^ dt l'-^^i ^ , ' 



von A==0 bis a?=— • 



=:ß(«*^+«''^)^"* von a;=~ bis ar=oo. 

ffiemUist 



u 

' ;/^ -p;j^(c<Mj;— cogiia;») = ^e-«*(cd8g^ , . 2 .^\ ) - 

»oa x=:0 bis xsB— * 

• . ; > ' (I.-. '* * ' ' '■ * 

==^ c-«*cosa;-^(6«*+e-«*)ir-*«^ 
von x==— bis a: = 00. 

. . : u 

....-,.,. • . I. . 

Theilt man also das Integral m von a:=:0 bis a;=~ uod von 0:=- 
bis J?:£=.Qo; 4Gk>' komoit 



■ f « I I« I i ■ 



.. I — 

Die Function / ^^8a?=— / — -dylstgii6{ch-li(r^),we 

t/ « ^ 1/ OD Jr 



41 



C= 0^5773186 •».. die Constaote des IntegraUogarithmus. 
Set2en wir aber» wie schon früher geschehen» 



^ Sai=-^£i(— a6). 

8 a: / 



80 

tt 



.,.^ Pie.Function / . da: ist in einer früheren Abhan^liwig 

(Theil X. PIr. XaII.) mit Ct(7n) bezeichnet» und dafür hat 9ian die 
Reihe 



so 



dass.also / T-zr^^^-^Cil-;) ist 



•»■ - •'.. ■-,. • :-v/ ■• -'^ •• -^ ■ 



*) Ist 3 negatiT, oder 2 = — y, wo y- positiv, so mass m m logfr statt 
loga; nebinen. Diese Unterscheidnug fallt weg, wenn man tloff.(d)^ in 
der Formel schreibt. T >tM-:'>:!^. 



9S 






. Um eDdßch / (cosar '■ ' O ■ — ^^ — weiter zu eiit- 

v|id»b^9..1iMF.e.|i|iLfi?.u^ und die^Jlxponentialfunctionen in 

uiieDahcIie Reihen 'tltir und integrire; inan erhält dann 






•• \ I •• . - ». 



folglich . ^ . , * 



i-O 1 '-■ '■■ ' 



' » t 



V, ""'• 1.2~V1.2....4 «•1.2...6'^*; 

D^ .|)j{ere,'|;^eU rechter Jland Ut gleich CiQ^J T^C-:jpg y^p 
der untere^« wie man leicht findet, gFeiclj^ C + log (ab) ^--^ Ei (ab) 

•r^\Ei{^^b),t\9Aä9>GMl\tth ' .'r'.;! > h ■.• •:" ■ ;'i.W.\\.; .f?:i ,\. ; .ii:. 

... - ■» 

• ' ' • ■ ' ■ ( i i * ' 

a ■••■•• •' » . u.*..;i*i 11. 'MM ^i ■' 

Sül^tttuirt^ man " nun alle ^ die gefundenen Werthe in dem ohigen 
Ausdruck von co, so kommt 



** COS azdz 



r. 



(^^ / 



Iog(wt) 






Die Grössen a, 6« u sind hier, wie auch im Folgenden, stets als 
positiv zu betrachtet" ' 



■• . ' i ■ • c . 



■ ^ * P^zsmazdz- 

Auf eine ganz ähnliche Art kann man 6=# - ^i Aa ^Qg(^^) 



entwickeln. Man erhält nämlich 



: ..i f. / «•» /i ♦ |l>i IKJ> 
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_ /** zainazdz /*• , , ,»« 



iiTT(:i:-'- »■; y 



Hier ist m^n nacii. (1) # — ä4:A2"^^^=^2^" ^^*^^^ ''^' 

y** z gjn imcos tundz^ /** ^ sin (a + ux) z + «id (a^^iij?) z 



emer 



Ist a — tio? positiv, oder x zwischen den Grenzen und —«so wird 
iik» letzte Integral gleich o ^^*"^^'* ^^"^^ *ig«gÄi a — il±*iili« 

gativist, oderorzwlschen ~ undx liegt, so wird es gleich —ye+*(*Hi^^ 
wie leicht erhellt, folglich 

/^ksiuaz cos Hxzdt « '«, , . v -• 

^ "^a_(,6a = ^«-«»(i^+e-»«»') von 

=?(r-«»— e«*)c-»«* von ar=-bi8a:=aD: 



also 



/ 



* zsXnazdz , ; . ... 

^a , ^a (cos a? — cod2Aar^) ' 



= 5- 6^«*(cosir ^ — -r) von :r ==0 bis :r=: — « 

= ö«~^cosar~T-(e-^«*--€«*)e^*»* voii«=:--H«Ä^'66. 



Nach dem Obigen ist also 



• 



•I . * 

• . • ■ . /. 






♦ ■ ' /- • v., ■ :. . ' '■ " 

daiaas wi# vorher .j. Mim 









— je+«*£f(~a*). 
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Diebeiden Gleichungen (4) und (6) hat 8 ch(o milch im Archiv. 
Theil V. p. 211. und 212. mit Hülfe des Fourier'schen Theo- 
remrs.^fiindeD, wobei nuc zu bemerken , dasd dort div Functio- 
nen JBt<o6), Eil- ab) tfiörcfc /i(c«*), /t(c~*^) bezefchnet, $ind. 



HI. Von d^ipm Integral co= / %±tA ^'^ctaPgC«^;). 



.»• :\'} 



V 



Ich setze hier arctang (uz)=f r^ dx. Diese Formel er- 

■ ' ." ':.." .t/ 0- ■ ^ :^ ,. ,-. . . )...'■ .'■■ : ■ 
•' ' • /^«o ' ■ ■ '-^ ■• 

hält man nämlich auf folgende Art. Es ist / c""«*cos6ar8a?=-2Tl«' 

lultiplicirt 9ian. diese Gleichung. m)t dp, inteerii^ Ton b=a hiß 
=/r, und kehlt die ^Integrationl^um, so entsteht' 



Multi 
b 



# 36 1 c-«*cos6a:8a:= / er-^cx 1 cos xbob = I tTm^ 

' ' ■" • '■ . ■-' 

folglich, wenn man die Integrationen aiisflBhrt, ^ 

U\^ ; - i . J : . ' . ) 

^^ /** sinpar — singg:- ^^^ / ^- ß x « 

^ f — !: g— «* g^ ~ arctang ^- — arctang — . 

i/o '*' . ^' . • ^ ® 

Für «^=0, a=l kommt , . 

/** sinßa: e, 
, /. — ^-r-67*jö(r = arctaiigp». 

y?* sintiza: 
— TTT— e-:^8Är=arctang (tix). Wird also dieser Werth 

von arctang (ttz) in den Ausdmck von oo gesetzt, so erhält man 

P^ sin äzd't P^ sin uzx ^ 



CO 

«/ ( 

/** e— ^öa: /** sin gz sin KOTZ 

^Jo ~^Vo i^ + *^ 



Bx 



=17. -TV^= ( :)^+^* ■ ■ ■- 

Führt man die letzte Integration wie in II^ mit gehöriger Unter- 
scheidung, der Grenzen von x aus, so erhält man leicht 



TS 

oder l — 6tf=m, l + 6t« ==«. gesetzt, 

i'»' i' i ' ' , ' ' '• ' ' •■'•'■|''''. 

• t'i i! 1 .i'i.ilv %.'■-. , : . :! .: (V ■■ . . I ■ . 

tt 

Nun hat man 




un^ findet durch unbe^öoiinte Integration leicht 



folgMi^ durch Substitution und Zusammenziehung 









••;.:'.,•>■ •^" \ ( . i 

46 M ^ 

Für 1— 6t<=0 gilt diese Formel nicht; man erhält vielmehr 

Das Integral 0=1 ^^ j_ ^a arctang(ttt) lässt sich auf ähnliche 

Ajrt entwickeln. Es wird. genügen, das Resultat der Betrachtung 
hier anzuführen. Man erhält 

,^ • P'.^ zcosazdz ^ ,• 
(9) y^ ^2 ^^2 airctang(t^) 



= -je-«» 



« 9 






fl*8«gen für 11= T- 2 

^* X cos aidz 



^*> /* ^Tarcta„g(i)=-Jr--[C + log(2a6)] 






WO C immer die Constaute des Integrallogarithmus bezeichnet. 



»V. 

Wenn in den im Vorhergehenden entwickelten Integralen eine 
oder einige Grossen verschwinden, so werden die Resultate ein- 
Facher und .die Entwickelung selbst bat einen von der der allg6" 
meiilen Falle: verschiedenen Character^.vFeshalb jeder dieser ^beson- 
feren Fälle, eine; besondere Betrachtui^ erfordert . , ; ^^ 

li' E« sei inil. a^O» oder w=/; V^,^L' ^tnikndeQiBler 

kommt . / : \ 



1 . 



P^ oz /**^osar — coStez^«. 

,*=7/„ iM^'Jo ~5 -^^ 

XT -x /** cosar ^ ^ /** cosäätZq « . 

Nun ist / ^2^^g 8^=2g^^^^> /^ iäTjrga^*=26^ '^*®® 

orsöi / ö;r. üies Integral kann auf zwei ver- 

schiedene Ai:ten ^nftfickelt werden. < : 

ö) Man setze p= / r 3^> wo ö>0, theile das 

Integral in / 8:r— / 8ar, und setze im zweiten 

,«, . ' ' ' , /*!» cosop« P^Per-*dx 
Theil ar statt 6^0?; dann kommt q=z— i — ^— oa: + /. , 

t/ OD »^ t/ CD •'' 

oder, (är die Integtal^ die schon bekannten unendlichen Reihen 
gesetzt, 

^^_C--logp+i.j-2-i.j^|;;;j+.... 

+ C+logöt«;?— ö«/?+i.-|-^2 — ^17273 "*■•'"" 
= '®8^***) + «'lL2~*' 17273+' •• 



— oii|» + 4»^-|^^— i* • j '' 2 ^ "T ' 
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Lässt man jetzt p sich der Null nähern , so erhfilt man 

.■■••■•■■■■:>.*' j 

h) Um den Werth des Integrals linker Ifand za finden, kami 



man 



. .1 /** 

iiTr' — das Integral / e-^dz einführen; dann kommt 

%J o i/o 

y"»QC /»OD 

dz I (cosa: — c-*«*)c--»'3ap. 
t/ o 



I -■ ." 



«41og(l+2«) ~ilog.(z + Ätt)^= i^^S-i^4ÄT6^' ^'''^*'* ^*'- 

fenbar y ^ Sz (x^ - ^qp^J = 4 iog • (^m)** oder auch = l<<gt*«); 
da 6, tc positiv sind, mithin G)=log(6tt), wie vorher. 
Durch Substitution erhält man nun 

1 • ■ • . • • 1 I i I : ■ . 

Zerlegt man Iog(ttz) in logti-l-logz, und beachtet, dasis / ' ^mmä 



■ • 1 1 ■ < * ) i •■»■■■ ■■ 



2. Es sei in dem Integral / ~ 2 i Aa '^g (mz) die Orßsse 

/** sinozdz, • ■ » - ■■JJl 

6=0, oder 0==/ 'og(iiz) zu entwickeln. Es kommt 

■ • ■• •• i. ■.; • 

^_ /** sinazSz /*^ coso: — cosMza: ^ { 

/^« 8ar /»* sinaz^ , 
= # -7- / oz (cosÄ? — costurz). 

Man hat' femer 

y^* singzcosiu?z ^_^ /•* sin (a+tMr)z+ sin (g — ux) z ^ 



/. 



81 



— ;-^ r^= +3- oder — 5-, jetoacbdem a— t^ posi- 



tiv oder negativ» d. i. j; zwischeo und — oder zwischen — und 
00 liegt» so hat man 



/ 



^ sinazcosuxz ^ n /^i. « 

--'-' ^5! = « von ^=Obis x^sz—s 

I 2 u 

=0 von 07=— bis ir=ote 

u ^ 



folglich 



/ 3z(co8x — CO» tu:«) = s" (cos ar — 1) von :r=0 bis a:= — > 



=rtCOsa? von 0:2=2— bis arzzoo; 



tt 

= a(i)_c-iog^, y;'s^a^_ag); also endlich ; 

tt 

(12) y^ — ^ — iog(w2)=~2 ('^+*^Stt^- 

Ffir ti=a erhält man / iogCa2)8z=--3-C wo es merk- 

wQrdig ist» dass der Integral wer th von a unabhängig ist 

3. Setzt man in den Formeln (8) und (9) t£=oo» und beach- 



M, dass arctang (uz) för diesen Werth von <^ in o" übergeht» so 
iSlt man 

y^^ sinazdz 1 .— ,, ,. 1 , . ^„ 

/*• xcosazd; , .^., ,. , , -r,., ,. 
/ — äTjä"=^ 4 c-«*£i(a6)- i6+«*i;i(-a6). 

merkwürdigen Gleichungen findet Seh 19 milch in der 
ICD citirten Abhanflung (Archiv. Tbl. V. p. 211. Formel (27) 
(28)) *) mit Hülfe des Fourier'schen Theorems. 



*) !■ der Formel (28) ict ein Dmckfebler, .indem statt des 4~' ^'^^ 
I aw ei teo Theile rechter Hand ein •— stehen muss. 

TbeU XL 6 



^3 

. l}}e vQrh^ehenden Formeln wffi-den äoiAM als '§pecielie . FMje 
d^f 'Formeln (S^ und (9) Erscheinen, tch weiss: aber nicbt, od oi^ ' 
Jiier ifi Anwendung gebrachte Schlussweise , dass z. B. das Ii^tegral 

y 2_i_Aa arctang(^z), wenn u sich dem , UnendlictieD näherty 
o 2 -f-O . fx »' ■. i . 

"^^ sin ozoz 
— 2T72~ arctang ( oc) convergire, ausser allem 

Zweifel sei, und mochte aus den Formeln (8) und (9) nichts wei- 
ter schiiessen, als dass die Integrale linker liand sich den Gros- 
sen in (13) rechter Udnd beliebig nähern^ wenn u ins Unendliche 
wächst. Man kann bei Schlüssen dieser Art;^ nicht vorsichtig ge- 

/* a 

c— o* cos a:dx = yzt — 2 * wenn a>0^ dttiv 

/»OD 

auö fojgti 4ass der Wer th von / e^^'cosxSa: ^rüM beliebig 

nahe gebracht werden kann^ wenn a ins Unendliche abnimnlt 
Keineswegs daff man aber geradezu in dem Integral a=0 oder 

/ cos^d;r=0 setzen^ denn dies Resultat ist nach dem Obigen 
unrichtig. Ein anderes Beispiel ist fols^endes. Mi^n weiss, dass 

in Folge der Su1>traction / — ^= — ^-j — — ^8ar = 0, /SaA dieifli 

; J : H*^ . ^^ V J H 

Gleichung ist st^ts richtig , wenn 6^0 ist. Nähert siöK b < 

Null, so bleibt der Integralwerth immer Null; etwas ganz An 

cos uü!^ ^^ X Sllk 

res ist es, 6=0 zu setzen, denn die Function - 



wird = 1 , 2 ^ür 6=0, nnd / TT"« ist keineswegs gleich Ni 

sondern gleich n-» : .i ..•: 

Mit ahdem Worten, man ist gar nicht ber^chtigir, eiäer 
staute in einem bestimmten Integral einen solchen speciellen Wi 
beizulegen, für. welchen die Edtwickelung des allgemeinen' t*! 
ihre Anwendbarkeit verliert Dies ist bei den Integralen (8) i 
(9) der Fall, indem die obige Herleitung ihrer Werthe daranf 1 
ruht, dass man für arctang(t£:) ein bestimmtes Integral ^IfttÄt; Ü 
nicht mehr geschehen kann, sobald aus dieser Function ei 
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Constante, nämlich arctahg ( oc) e= ^ ^itd.-: . * 

Die Integrale (13) linker Hand sind hiernach besonders za 
wickeln, und es ist merkwütdii^, dass 4e Werthe decsell 
schwerer zu ermitteln sind, als oie der zusammengesetzteren 
tegrale <8) und (9). Wir :haben hier ein Beispiel 4 da«6 das AI 
i^eine mitunter leichter id bcMinkmehisi' all» das. Besondere« 



V. 

•^ BeVoT teh aber i^tim Beweise det Formeln (13) Übetgäh^ 
es nOihig, folgende Integral werthe 



•IM*'*' 
1 1 ^ • I 



. ■■^■---'^ -\ 



1 '^ 



t ■ 

lUBucheDy wo bekanntlich 

Si(ux)=J .rr^^Bx,.. , 

^ /*^ COS UZX^ 

a(uz) = / =^8a:. 

t/ OD ^ 

a) Kehrt man aie Integiraiiön \ini>- so erhält man ^ 

P^dx /** sin ewsin tMTz r. 

■-. s . 

, P^Sx /** cos(a — fga:)z — cos(a + tfcr)g ^ 

"7Vo ^t/o ^ -^ i^+Ä* "^ • 

' . _ . I : -T^ - • A • \ ■ ... 

• ■ ■ 1 1 

/•QC cos TcE ~~* tt«!/) Z ■ 

r hat nun / — ^i ^tj ? ... '$z^ zw^l > v^rfe|qhit)dQp», W^rfteia r jiB» 
idem a— 'tior positiv oder negativ ist^ nämlich, am ersten Falle den 
rth* §V>(»^«*), im iiidebi-den^ WertE ^ «+*(«-«*). Ifel! J > 1, 
rilt.li&mer. der .erste Werth, da nach x von bis 1 integrirt 

den soll, und es kommt (» = j7-e~<^ / '• — dx, oder, 

man leicht findet , ,.\ 



it ) 



anch - ' 



ti^^¥*^^«f^M^^S^w , 



DD dagegen — <1, so wird # 2irÄä — oz bald den einen, 

I den andern der oben angegebenen Werthd i^fhalten, näqüicb 
x:=zO bis x=-- ^eh eftstek, von a:;;;=r^ bis 4:=! den zweiten, 
man muss also eine Th^Uiüig von o> vöfnehmen, nämlich 

6* 



m 



2 . \ < -'■> 



Demnächst kommt 
und überdies 






t/ CD •* t/ CC 

a 



F/ • ^=E«e- «&)— «»(-aft). 



^ •/ flf» »J? 



- V ■ ■ • ' • ' I 



Führt'nian diese WisrAe 'ein, '%0h entsteht 



^..r> 









Jl"»f»l 



1^) Kehrt map ^in dem. Doppelintegral ß die Integration a 
so kommt - : 



^ P^cx /** cosozcos ?£:cz Q 



'fi^dx /^"cofe(o — «Ä'ji-fcosXa+.tta:)«. ... 



a z=z 



Ist nun zuerst — ^1» so wird> da nach x von oo bis I integii 
werden soll, stets aZp f§^ sein,. und es bt / . ^ ~ , ( 






■I-". ■ ir" ». f.- :i,t !• 



*J» 






(a ^ ü). 



bft dag^en 7^ 1» so setzt man 



P^Bx P^ cosazcosuxz ^ P^dx P^cosazcoßuxz^ 



■nd erhält 

. - ■ \ . • a 







Nun ist 









f . ^^ ■ •• 

tilgiieh 



X 

^^^i^aar==JEiXtt6)+JEiX-tt6)-«£iXa6)--£i(--a&), ' ' 

• ■ ■ ! 

» *.»'*■" 

< . ' ..^ \ ' 

• * 

f) ^ Was die Integrale gi^ ruh^iS^ betrifft^ so mag es senü^en, 
i die Resultate der Ebtwickeluh^'/ defeit ^ Gang nun schon nin- 
üdlft.b^ki^nBt ist, anzugeben. , Man. erhalt päjtnlich. ■. 



' ' #.l .; 






m 



(20) r ^^ Ci(,ux)dz=-j [(e^ - e-'>KEi(-ub) (a^ify; 

■ ■ • ■ . ■ " . ' ■ '. 

(21) y^" ^gCtXm)&=+jc-«*[ß(«6)+i^«(--«fe)-iSS(aft)) 



-je+«»£t(-«6) (ar;»). 



VL 



* . ■ - - ■ 

' ViA.tktn die Fprinßln (13^ heriuleitenl^-gehe maiD^^wo^ tpIgeB* 
den, schon in einer andern Abhandlung (Theil X. Nr. XXV*) Ton 
mir entwickelten Integralen aus: iU\.\.'i \ ^.t 

<^=/ ^^=«r'«»[|;f<tiÄ)^£?.Xa6)], . 
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Man multipiicire jede dieser Gleichungen mit qr, und setze fBr 

srr-** das bestimmte Integral / ■ 2 i,a2 > ""^ kehre die Inte- 
gration um; dann kommt , 

■.■■■•■ . ... t 

/ JT^ Po- ^dai P'^ cosxiSz _P'*> Sz /'"-■» cdkrta« , 

; « _ /»• a^ /^*:cos£2&_ /»• _&_ /»• cQgaaar 
- f « /•* 8^ /*"> cosxidz /»* 8« /** c» saa9jr 

Dabei ist aber nicht zu libers^b^n, dass die Formel 



/ 






nur unter der Töraüssetzting ' eineis positiven a: gilt; iii d^i' 
den letzten Gleichungen j3), y) sind die Grenzen von a; poi^itiv« 
gelten also upbedii}gt^, in der ersten aber wird die Grenze a^ 
nur positiv, wehn a>*tf,' und nur unter dieser Bedingung Int 

/^ft— •f*»rtO/*»"»'H'*». /•CD MAB« 



COi 

T 




fffilfig. Fqjirenwi^ jetzt .für di&Intesrale / -^^9 / 

und / j— - ihre in einer vorhergehenden Abhandlung (Tl 

%!'xittl?^iä^^ ein, so kommt 
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^'^i26^~yo prqrp[—c<>s«2:C/M-sidaz{47iUÄr(ii2^^^ ' 
j t n ' /^^ 8z • * 

f ... 

Da nun die Werthe von pj, Q^y Q ^tus a), 6), c) bekannt^ und 

die Inte^^le / ^äX^CiX"^:)^, / ^ijn^Si{üz)dz in V. ent- 
wickelt sind« so sieht man, dass mit Hülfe jeder der beiden Glei- 
chungen ß') , y') das Integral / "^ZC/T g'efiinden werden kann: 

Am einfachsten ist es, entweder die Formel /) anzuwenden, oder 
auf folgende Art zu verfahren. Man findet 

%(Qi + Q2 - ^) =y ^ "?+p- [2&M— «] 
„ P^sinaz -,,, . ^ /** sinazSz 

t und folglich, wenn für den epsten l^heil sein Werth aus 14) ein- 
; gefäbrt wird *), 









übereinstimmend mit 13). 

/^^ z cos flZCZ 

um endlich /. ^ ' , y«|» zu bestimmen **), braucht man nur 

die Glelclmtigen' «), 6), c) toit 5 zu ipultipliciren, und tör ^c-** 

/** zsin^rzdz 
das bestimmte Integral / «, .^ einzuführen. Es kommt 

•■■'■'■••'•■■■•■ '■■ (oS?0, 

^ /*• z8z '• • 

lyA««/ j* t5^pp[-*-8inaiO(ttt) + co»a«{47r^iSi(Mi))], 

f ^ •»CD ^g-j 

\ f ^= / ^^jTp [sin azCi («2) + cos flz{j7r--iSi(az)t]. 

'Wttl 

*) Man darf hier nicht die Gleichung 15) anwenden, da in a') a^u 
|RiB »UM. 

' . *9) Ifim J^öf^ite ^c^| Integral durcb pifferentiatinn der vorWge^ipnden 
Aeiimang' oiädb a entwipkßln; es gesehieht. hier nicht, Weil w^gen der 
Sfrenxen ^.y^^ i^ Differeaziten unter df n| Ii^t^graUeicI^^i^.naöh dem OM7 
V gm miMÜdfik iet. 



9» 

Hier kann man nun ent^veder in der letzten Gleichung fflr die 

tegrale / ^2qpp Ci(az)dz,, J ^g . ^ St(iix)a5 ihre obigei» 
Werthe einfuhren», oder die Gleichung .. 

■ 

bilden» und erhält durch Substitution 

^* a; cos azSx 



y: 



=- Jcr«» JBi(ä6) - l»+«»i:»(-o6). 



womit die Formel (13) wieder in Einklang ist. 



Ueber den FaU eines KSrpers Iftnfirs 

einer Parabel. 

Von dem 

* Herrn Doctor J. Dienger, ] 

Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren Bär;^nc]iiile . . | 

zu Sinsheim bei Heidelberg« 

; . : ■ {■•. \ 

\ 

Es stelle ABB (Taf. II. Fig. 4.) eine Parabel dar, deM 
Spitze D ist; DF sei ihre Hauptaxe. Ein Körper falle von' 
nach X auf dieser Parabel, und man fragt nun nach der Zeit» 
er dazu gebraucht hat. 

Sei der Bogen />J[ = «, DF=h, DY==^x, t die vi 
Zeit» g die Beschleunigung der Schwere (=:9^»808e..)» so 
(Poisson» Mechanik. 1. §. 194): 

'^•"=-v&- ' .« . 

Sei nun y'=/>ai die Gleichun g de r Parab el» so ist y= V^ 
2SL=.;ffi,al» li = V 1 + f =.^5^, und somit ^' 







(p4-Aa:)8ar 



\\\ ■'- 



H/ 



i Vli: VX=i . ya; + £ 



(2) 



Um also £ zu erhalteD, darf man nur das letzte Integral be- 
stimmen. Dasselbe kommt aber auf elliptische Functionen zurück 
und zwar vermittelst folgender Cmgestaltungen. 

Alan setze 

•. ■ • -1 

bestimme, femer die Grosse z so^ dass 

-\-r — ^= T, wenn ä= ^ 



tlsdann ist 



1 aV7.(z-1) . 



Sx 



ob 



V^.^rh=:^.^.+E Vl=.'.CP=iv«z»' 



1 






Sei nun 



t - - 



il = piV+AV^, iB=JE>lv+ÄVj». 



Da ferner die h und or entsprechenden Gränzen von % sind: — 1 
|l|ri ji« 8o ist: . . 

1 V"S #-- /"■"' (^i-i?)8z 



Man setze xs;: — 9, so ist 






Setzt man nan 0=81119), so wird: 



^^ A p ^ sioy$y _. 

~T>J ^ (1 + it sio 9) V^l— it« sin«^ 

^ r^ sin y8y 

"J^Jj^ (1 + itsio 9>) Vi - A-a sin«9 

+^ Z^^.-. «< ^ _ 

I- V o (1 + jt 8in <p) Vi - it» 8in«y 



^Vo (l+itsiii9))Vl-ifc?si 



sin^ 



"» *=r=- 



^ Y^-V! (v"*+f-Yf)' 



V*+ffV"f 



Setzte man deipuach 



4=^ r 



« 



80 wäre: 

» ■ n 



-4 /* 9^ sin y8y ^1 



Ä^ 



(3) 



X*y, (1— iisin v) Vi— *«8inSV 
• "^ i^J <, (1-Ä8inn 



!==«.» 



g))Vl-il*sinV' 



■ I i 



• "■ -■ . * ' . 



9« 

Nun handelt es sich um die B^^limipiitig 4er Inte^t^^/i 



\ — 1 / 



Vor Allem ist Uftr, d«^ , ,. , , 

t/ o V l-:-Ä*sin*g) 
ittt, wor^s folgt 



, woraus 






Femer ist 



■N=x n ./' fl+^«'°y)^y. 

■*^o (i - ** sin »y) V J -"it*srn«^ ' 



Das erste dieser Integrale ist : 

N . . ^(ff >^), \ ' A*^^» y COS o) * - V,' . r- 

7 T" V <ft* (i->[-a)VT^ifc*iin*9' 



das zweite wird auf folgende Weise ^efiind^D., .. 

'Man setze ÜsiiiQp =810^, v^as erlaubt is^, da A;<|^ .al#o 

sinii; ^ cost(;8i/; ^ costi^d^ 

8inop= — i— 5 cosg)dg) = j > 0®;=— 7^==::=; 

y*9 Arsingvd^) /•V' sinTi;8i^ 

o V(l-^*8in2g>)«~Vp cos^iJ/V'yfc^^sinV 

Setzt man nun cos^=;r5 so ist dieses Integral 

^ r^ dx 

wenn Äi*=1— A*, , . 

k Var^ — /ti ^ k kcoacp 

* ■ ' • . * 

Denmadb äidlldi: 



Vv 



■"= S -Z r. .^ ==^ + 






(1— i^Vl— ^ain^ 



HecasB folgt: 



.r= 






(S) 



£ 



1 



Ke 






'V=^ et; iTv' ^^ *^= — -- 



Zm die Zeit t ai besämmeB, fie der Ktirper fawüjlju er 
n i> ist. kiiaaB x=0« also e^=f n seti«. IMhcr ig| ,. 



m 



^r v2'V "V2; /T 



• r 



2E 






(6) 



Sei, um ein spezielles Beispiel anzuRihren« h=z2p, so ist 






\:^iU*- j*,' ; ..■»:«< .■ '^jj IX- ' ...-.„ . ; . ■; .!4>. ^"«■..i 



: i 



■'•' '■■■" ■■ • '■■■•■ •■ . ■■ ■ tä;—2p \ ' 2arvy ^ ' ' ' 

*'"''=2Ff2^-"Fi:^' 

^=5/,VF. ^=3;»\^, p=|V?, 5=^^' 

also • .-a:=r-. 

Nun ist 

- 'F/|i |\ä 1,68575 i 
SB (|, I) -f(| . l) = 10,05393; 

/ • . . . « . . 

6{8E^|, |)-f(J, ^)}=60,32358; 
-=^Vp =3,405 V^. 

• • • ^ 

Die Zeit, die ein Körper braucht, um frei durch di^ Hohe 
4=:2p zu fallen, ist: ' 

y-^= y ,l.tV:p i=.;-^ > .V:p=j0,6386 V^, 

«0 dass die Fallzeit sehr vermehrt ist, innge^ahr S^mal« 

Zieht man eine gerade Linie durch die Endpunkte des betrach- 
teteo Bogens, so sind die Koordinaten des ftiissetstea funUtes« 






\ 



m 



2p f pV^^; de^jpaü^^ndet mail ilitt .Falk^^ wenn man statt j^ so 

2 . ^ " 



eWsetzt ' V / _ V 



9 T T.zHzJi rß 17=^=9^ 



*V4;?i+2p^ -^V? 



ä» 



also diese: 



» » 



, :2V3' .^; 



JVp= 1,606. Vp. 



. • I 



^9 , 

Die für den Fall durch die Parabel nuthige Zeit ist uogefilir 
das Doppelte. 



• ■■ .' 



r/:\ 



\ 



'■•.\ 



/ 



r 1 ■ * 

. . . r . \r H 



N ■ 



Znrückfüliruiiap des Integrals 

siii^99)>' 



J>.f rn»/ 



/ 



o (1— A;sin9>Vl^U^sinag> 



V 



auf elliptisclie Funktionen. 



Oi'.ilS 



/; 



• ' .' (Von dem' 1 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Leiirer der Mätbfmetik xmd/rhyibik an .dei^ li^\«|i JB^rgerschnle 

SinsheVoi bei'^HeideVlyerg: ^^ ' 



¥ ■ -v ^ ; . V ■ . i 



§. I. 



. :t 



I . 



i^.:\\ 



^ f f /. ^''? VI — Ä^sin^y . , ., 



^i-^m^^it;. } (1) 



• ^ • ' - 

Da aber 9 nach der vorhergehenden' Abhandlung : 

M ist, wenn man' A^, ili, .'...! als bekannt voraussetzt, vermöge 
(1) 4uch Niy iVg,.... gegeben. Es bandlelt 6i^h also um die Be- 
stii^i^^bngi vbri A^, 4i>«'** Nuö ist \ 

I 

iess vorausgesetzt, hat man folgende ReduktioDsformel (Gu- 
aan, Theorie der Modularfunictionett «ic; ^lli.)^"^'' 

(n— 1)Ä«4«=.C«-2)(1 +Ä*)^»-«^ (*— 3)'^»-i 

'V 

Vermöge der Formel (4), in Verbindung mit (3), ist man im 
Stande^ die Grossen A^, A^,.,., durch 'elliptiscne oder logaritlmiiisdH4 
Funktionen auszudrucken^ und zwar wird An durch elliptische 
Funktionen ausg^di^dckt> Weton n ^et^,A^ ist; ist aber n ungerade, 
so enthalt An kei^e ellip^seheii {""unktiQUen. Pä also A^, At,.... 
als bekannt angenommen werden können, so sind auch iV^, ^2»**** 
be(£ani||>.^so .die Angabe gelöst. , 
^*' ■ V "• 1, V -^ • ♦ / ' • * • . ■ • ; .' 

§. 2. 






Diess 
derm 



..».1 

.1.-. 



I 



Man setze nun, 4) ^2^ Vbtattsgesetztr 



■ 1 






7t 

tJ 9 






5P sin"g) (1 — Ä sin y) Vi— A^sin^y 



. = üf. 






* g» -ff- 

9> sin «9) VI — Ä*sin*9 
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SO erhält man wieder 



M» —hMh-i =Ä» ; 



(B) 



worin 



t/ 9 (1 — «81 



E\^.k)-E{,q>,k) ^^^^^ rr /H-Asip.y Nl ' 
~ A* +1-** ^ KX—ksaup)') 

Zugleich ist, wie man leicht findet: 

n~l > (n— 2)(t + A^) 

siff"9V^l — k^sXn\ sin »-^^ V J — Ä* i^in 'y ' 

(n~3)Vfc« 8 /cosy VirrJt«8in» y\ 

sin»-4g,V'l — ife^sin*9 3^ \ sin"^V ^ "/ 

also^, jtvenfi mau intc^irt: 

(»-1)Ä„=: 
Ax^i.>i»xv>: /i ovf^o cosyV l~A:*sin*g> \ O 

Da nun . . . ■ ■ .■..-'••;•. 

'Vi— Ä*sin*9+-cos9\ . v ;. i; '^ 



1 •- A 



-» , /V 1— Ä*sin2g)+-cosg>\ 



• . • •• . 



.; . I,, 

^. ■•.'I« 



\ 

1 

60 sind die Grössen B durch (7) gegehen , somit auch die CMt-V 
sen M durch (5) bekannt. Auch hier hängt Bn nur dann voo el- 
liptischen Funktionen ab y wenn n gerade ist. ^ ^ 



I . . 
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Beltraf^ zur analytischen Oeometrie. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. H. Bruun 

zu Odessa. 



« 

Zu den interessantesten Aufgaben aus der Lehre vom Gross- 
ten und Kleinsten gehören unstreitig die vier folgenden : 

1. Die grfisste Ellipse zu bestimmen, welche in ein gegebenes 
Dreiedc beschrieben werden kann. 

2. , Die kleinste Ellipse zu bestimmen, welche um eiti gegebeneij» 
Dreieck beschrieben werden kann. 

3. Bestimmung der grünsten Ellipse, welche die vier Seiten 
eines gegebenen Vierecks berührt. 

4. Bestimmung der kleinsten Ellipse, welche um ein gegebenes 
Viereck beschrieben werden kann. 

Auch haben schon mehrere aui^gezelchnete Geometer sich mit 
der Auflosung dieser Aufgaben beschäftigt, namentlich Gauss, 
Pf äff, Moll weide und Plücker die dritte zum Gegenstände 
ihrer Untersuchungen gemacht, sowie Euler die zweite und vierte. 

(Man. sehe: Monatliche Correspondenz, herausgege- 
ben von Zach. B. XXn. S. 112., 223.,^237. — Plücker, Analy- 
tisch-geometrische Entwickelungen B. IL S. 211. — * Nova 
Acta Petrop. T. IX. S. 146., 132.) 

Die Gründe , die mich bewogen haben , diese Aufgaben einer 
Benen Untersuchung zu unterwerfen, und die mich glauben lassen, 
dass dieselbe nicht ganz überflüssig sei, sind folgende: 

ä) Die mit Recht als Muster analytischer Behandlungsweise 
gepriesene, auf Gr^nzbetrachtungen basirte Gaussische Auf 15- 
sonff der dritten Aufgabe kann wegen ihrer ei genthüm liehen Be- 
handlungsweise nicht in den Lehrbüchern aufgenommen werden. — 
Noch mehr gilt dieses von der Plücker sehen Auflösung durch 
•eine Methode der Liniencoordinaten. — Die Mol Iweide sehe 
liemlich weitläuftige Auflösung bezieht sich auf entferntere Eigen- 

Theil XL T 
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Schäften der Ellipse, und ist daher keine rein analytische (wl 
Moliweide es auch selbst zugesteht, in Klügel's Math. Wdi 
terbnche. Band IV. S. 285.). — Pfaff hat nur das Resultat d< 
AuflüsuDg bekannt gemacht. 

b) Die zweite Aufgabe, von Euler vermittelst zweier Hülfi 
grossen gelöst, lässt sich auch ohne dieselben eben so einfac 
behandeln. 

c) Die vierte Aufgabe hat ebenfalls Euler auf eine Gleicbnn 
vom dritten Grade zurück geführt, doch irrt er sich doppelt i 
den aus dieser Gleichyng gezogenen Folgerungen. 

d) Von der ersten Aufgabe ist mir keine analytische AaflS 
sung bekannt. — Sollte aber auch, woran ich nicht zweifle, ein 
solche vorhanden %einj so glaube ich dennoch die meiiikte IM 
aufnehmen zu dürfen, sowohl der Vollständigkeit wegen, als äacl 
um diese Aufgabe mit der zweiten vergleichen zu können. 

§. 1. 

Bestimmung der grössten Ellipse, welche in ein gege 
benes Dreieck beschrieben werden kann. 

Es seien: MNO das gegebene Dreieck, OM die Achse de 
scy ON die Achse dery, der Coordinatenwinkel MONi=m.„%; (0,C 
die Coordinaten des Punktes O, (a,0) des Punktes AT, (0,6) de 
Punktes N; so erhalten wir für alle Ellipsen: 

y^ + 2Ba:y^+Ca:^ + 2Dy + 2Ex + F=0(a<,0). ....(] 

welche die Seiten des Dreiecks berühren, wenn (m,0) mid (0,« 
die veränderlichen Berührungspunkte auf den Achsen a und y bi 
zeichnen, folgende Bedingungsgieichungen: 

Z)=— w, F=n:^, E^=zn^C, ^E=zmC (S 

und 

cca^^ + 2Sa% + (pa^'^2ßab^-'26ab + yb^=0*) ... ß 

In Folge der Gleichungen (2) reducirt sich die Gleichung (3) aWf 

ab(Bn-'E) 26w2 + 2«'=0 U 

und hieraus 

ab(Bn + E)+2b^^^^2bn^+2n^=0. ... Q 

Für das Quadrat Z des Flächeninhalts z der Ellipse erhal^ 
wir (da y = 0) bekanntlich: 



■i. 



*) Der Kärze halber setze ich B^-^C^^a, E'^ßD^=:ß^ D^-^F^si 
BM^CD:^9^ DE'-BF:=:e, E^-^GF^tp. 



■ • f* * 

oder wegen (4) nnd (5): 

. Damit dieser Ausdruck ein ChrOsslles werde^ muss sowohl -^=0, 

db.^iich^z=^0 g6iße}a)t: werden^ «WM! dief»es fiArt zu dbu.Glei^ 

dnmgen 

und daheim 

a b 

Aoeii üb^evgt man sich leicht > dass fiir diese Weirtbe von 
m und n 

diesiB Grossen also negativ sind. 

Es bertihrt also ^\e grOsste Ellipse die Selten de6 Dreieeks 

in ihrer Mitte. 

ß a ' S b 

Die Coordinaten des Mittelpunkts sind --=;ff-, und — -s^-ff; 

abo der Schwerpunkt des Dreiecks zugleich der Mittelpunkt der 
Ellipse. 

Die Gleichung der Ellipse: 

6 b^ 6^ b^ 

f+-xf,+ ^x^-by^-x + ^=0. ...... (6) 

Der FlSchenfailialt der Ellipse 

n . sin oab n 



z 



2V27 "" V'27 



= -Zr^^^ON. (7) 



''d. h. es verhält sich der Flächeninhalt der Ellipse zum Flächenioh 
halte des Dreiecks , so wie der Kreis zum umschriebenen gleich- 
i«itigen Dreiecke. 

t^oteerung. Bezeichnet S die Summe der Quadrate d^, 
ichsen der Ellipse , so ist bekanntlich fär (1) 



t * 



oder für (b) 
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S=:^(1+C-2ÄC0«I»), 



S == g- (2a«+26* - 2a6 cos <o) 



oder 



8=1^ ® 



wo 2 die Summe der 'Quadrate der Seiten des gegebenen Dnri- 
ecks bezeichnet. 

Es verhält sich also die Summe der Quadrate der Achsen der 
Ellipse zur Summe der Quadrate der Seiten des Dreiecks» wie 
das doppelte Quadrat des Durchmessers eines Kreises zum drei- 
fachen Quadrate der Seite des umschriebenen gleichseitigen DrdeekB, 

§. 2. 

Bestimmung der kleinsten Ellipse, welche um ein 
gegebenes Dreieck beschrieben werden kann. 

Erste Auflösung. 

Es seien wie früher: MNO das gegebene Dreieck, OM die 
Achse der x^ ON die Achse der y^ der Coordinatenwinkel MOS 
= G)....; (0,0) die Coordinaten des Punktes O9....(a^0) des Punk- 
tes My,..,{{iyb) des Punktes N, so erhalten wir für alle(^lfipsra: 

^2+2ßary+Cic2 + 2Z>^+2J5;jr + F=0(a<0), ... (1) 

welche durch die Scheitel des Dreiecks gehen, folgende Bedior 
gungsgleichungen : 

F=0, D=-\, E=-^. . (2) 

Für das Quadrat Z des Flächeninhalts 2 der Ellipse erhalten 
wir dann 

^— — «3 —""16 (Ba^Qs -• W 

Damit dieser Ausdruck ein Kleinstes werde, muss sowohl -77v=0t 

als auch ^nD=0 gesetzt werben, und solches führt zu den Glei« 
cfaungen: ; ' 

4B»aft— 4CBa2--2fia62+2Cßa6 + C«a2-C&«=0.... (4) 



■ > » - . - ' ' 
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4B«o6— 3Cfia«— 3fi&« + 2C«Ä = (5) 

Multiplicirt man (5) mit B und zieht sie dano voo (4) ab« so 
erhält man: 

oder 

(Ä«— 0(ö2— Ca«)=0, 

also^ daJB*— C<0, noth wendiger Weise C=;-2- 

■ 

Sobstitairt man diesen Werth von C in (5) , so erhält man 

^-4ä±4S' 

also» wieder weil Ä*— C<0, B=y' 

Aach überzeugt man sich leicht» dass für diese Werthe von 
B und C 

iPZ 4%^8in^a)a0 ^Z _4^ 2 • « 4 
rfC*"" 3*. 6* ' dB^^d"^^ ®*° "^ ' 

also >0 sind, and 
also <0 ist 



~ Zweite Aaflosang. 
Da 

Z= — Ä*sm*» ^ — •' 9 

so erhaUeD wir, a als Constante betrachtend, da wegen (2) aoch 
f constant and — a/>0 ist, far Z den kleinsten Werth, wenn 

^^ Ca Bb aa B*a Bb 



«-A 



mHMBioB ist, and 
lad 



Z= 



».. («w-&.6'+gy 



2» 
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dZ - 

Betrachten wir jetzt wieder « als vörSnderlich und setzen ^= •* 

so eriutUen wir 
also, da a<0, 



■ .!•.. 



i i .1' 



f .. ■ 



wie in der ersten Auflosung. 



Die Coordinaten des Mittelpunkts der Ellipse sind ^=.2 und 

=;^; also ist der Schwerpunkt des Dreiecks de^ Mittelptifökt 

der Ellipse, 

Die Gleichung der Ellipse : 

% 

Der Flächeninhalt der Ellipse: 

■ .' "• ■' * 

V27 ■• V^^ ^ ^. . 

d. h. es verhält sich der Flächeninhalt der Ellipse zum Flächen- 
Inhalte des gegebenen Dreiecks so wie der Kreis zum eingeschrie- 
benen gleichseitigen Dreiecke. 

Folgerung 1. Bezeichnet S die Summe der Quadrate^ der 
Achsen der Ellipse , . so ist für (1) 

S=^fc^\l + C-2Äcos«), j 



also i(|ä:(6): 



i 



Q 

S = g (2aa + 26*--2a6 cos ca), 



O — — Q <Ä. .•*•••..• C9JL 



WO £ ^e Summe der Quadrate der Seiten des gegebenen Drei- 
ecks bezeichnet. Es verhält sich also die Summe der Quadi^ 
der Achsen der Ellipse zur Summe, der Quadrate der Seiten des' 
Dreiecks, wie d^ doppelte Quadrat des Durchmessers derEiiipae 
Bum dreifachen yuaifrate der Seite/ des eingeschriebenen gleich- 
seitigen Dreiecks. - « 
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Folgerung 2. Für ein nnd dasselbe Dreieck siod die grclsste 
EHipse in demselben, und die kleinste um dasselbe, eoncentriseh, 
Sholieh und äbniich liegend [siehe (6) %. l\ und (6) §. 2.1. — Ihre 
Flächen sind in dem constanten Verhältnisse wie 1:4 |^ siehe (7) 

l 6. 1. und (7) §. 2.]. — Die Summe der Quadrate ihrer Achsen 
ist auch in dem constanten Verhältnisse wie 1:4 [siebe (8) 

\ §. L und (8) $. 2.]. 

( Folgerung 3. Wenn die grösste Ellipse in ein Dreieck be- 
: schrieben ist und durch die Verbindungslinien der Berührungspunkte 
ein inneres Dreieck gebildet wird, so ist die grösste Ellipse in 
dem äussersten Dreiecke zugleich die kleinste, welche um das 
ioDere beschrieben werden kann: »-^ denn beide Dreiecke haben 
denselben Schwerpunkt. 

Bestimmung der grössten Ellipse, welche die vier 
Seiten eines gegebenen Vierecks berührt. 

Nehmen wir zwei Seiten des Vierecks zu Coordinatenachsen, 
bezeichnen die Durchschnittspunkte der dritten auf den Achsen 
durch (a,0), (0,6).... der vierten durch (a',0), (0,6'); so erhal- 
Usi wir für aUe Eliipsen : 

y^ + 2Bxy + Ca:^ + '2Di/ + 2Ea:+Fz=0(a<,0). . . . (1) 

welche die Seiten des Vierecks berühren, wenn (0,w) den verän- 
derlichen -Berührungspunkt auf der Achse der yi bezeichnet, fol- 
gende Bedingungsgleichungen: 

/)?=:— n, F==w2, yzzzO, E^=zCn^, q>z=.0 ,-..., , (2) 

aa«6* + 28a% + g>a^'^2ßab^^^2eab + y6»5:=0, > ^ 
««'»6'2-f 2Äa'aÄ'+9>a'2^2/3a6'a_,2«a'6'-f76'«!»a j "' ^ ^ 

In Folge der GleicjiuDgen (2) redüciren sich die , Gleichungen 



(3) auf: 



\ 



also 



•t 



ab (Btt-E)+ 2oJS« - 26»* + 2»«^0, , ... 

a'6'(^n-£)+2o'£;M— 2Ä'«*+a«»=:0; * ' ' ' " ' A^ 



_ nbb'jd— a) {■n*(ab—a' b') 
*— aa{b'-b) ~' 

„ „ 2n^[nb'-'ba' +n(a—a)] 
^"- ^ ^(F=6) ' 

„ .^ %tia'-a)[bb-~n(b-[-by\-n'^] 
J»>'+*—— aäib'-b) 



(5) 
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Ffir das Quadrat Z des Fiäcbeninhaite z der Ellipse erhalten wir 

oder wegen (5) ; 

««sin«« , , , 66' -«(6+6') + «« 

Der Flächeninhalt Ist ein Maximum^ wenn -^—=0^, und hieraus: 
n«(2a6'— 2a'6 - a6 + a'ÄO — 2n (aß'^ - 6V) + (oÄ'- 60066'= 0-.(fl) 

'*—2a6'— 2a'6~a6 + a6'=*=^^' - 

wenn man der Kürze halber den zweiten Theil der Wurxel darek 
N bezeichnet. 

cPZ 
Da aber tt^^ ^^^^ muss, so erhalten wir: 

(2o6'— 2a'6^a6 +060«— (a6'«-6«a')^0, 

je nachdem ä' ^a; also muss die eine oder die andere Wund 

genommen werden ^ je nachdem et' ^a, ist* 

Vertauschen wir a mit 6, a mit 6', so erhalten wir aas (B) 
den ßerfihrungspunkt auf der Achse der oc. Sind aber vier Taa- 
genten und zwei Berührungspunkte auf ihnen gegeben, so ergehen 
sich die übrigen Berührungspunkte und der Mittelpunkt leicht, und 
lassen sich auch einfach construiren. 

Der Gleichung (6) kann man auch folgende Gestalt geben: 

\b'-nj ^\b' a')\b'-n) b'a'-"' 

und sie stimmt dann mit der von Pf äff gegebenen (tberein. (HoE 
Corr. B. XXII. S. 223.) 

Folgerung 1. Wenn das gegebene Viereck ein Trapei, M 
ist Tr=p, und also auch aus (6) 

266' 



«= 



6+6" : 

and daher: < ■\ 

„ ji^sli|»«aV«(6'-.6)4 «sin©aa'(6'— 6)« n. ,,, :^a\^ 
^=" 16(i^-a)^66' ' ^ 4(rf~a)V66' =T^M6-6)\r 



105 

Der^läeheiiiiihalt T dm Trapez =^a'6'-a6)=?^.2^^^^. 
BezeichneD Dun^^ q die parallelen Seiten des Trapez, so ist 

p = V a2+ 6«.- 'lab cos w, 

9=Va'*+6'2-2a'6'cojs«, 

i 6' - 

y = j V a«+6« - 2«6 cos o ; 



alte 



ood somit 



Vpq^ Va« + 6«-2a6coscöy y > 
p + y= V aHA* - 2a6 cos o -^^ ; 






Das Verbältniss der Fläche der Ellipse zum Trapez hängt 

B von dem Verhältnisse der parallelen Seiten ab. 

Ffir die Goordinaten des Mittelpunkts der Ellipse erhält man 

ß a + a' 8_ b+b[ 
a 4 * a 4 

Der Mittelpunkt liegt also im Durchschnittspunkte derjenigen 
beiden geraden Linien, welche die Mitten der beiden Paare ge- 
genüberliegender Seiten verbinden. 

Folgerung 2. Wenn das Viefeck ein Parallelogramm, so 
]8tp=zq, also 

z=:j;9r, Flächeninhalt des Parallelogramms. 



$. 4. 

, Bestimmung der kleinsten Ellipse , welche um ein ge- 
gebenes Viereck beschrieben werden kann. 

Wir wählen zwei gegenüberliegende Seiten des unregelmäs- 
fiigen Tierecks zu Coordmatenachsen , und zwar so, dass die 
Coordinaten der Scheitel dejs Vierecks positive Werthe erhalten. 
(Solches ist immer müglich, wenn das Viereck keinen convexen 
Winkel hat — Hat es einen solchen, so kann bekanntlich gar 
keine, durch die Scheitel gehende Ellipse beschrieben werden.) 

Für alle Ellipsen: 

y^i-2Bay + Cx^+2Dy+2Ex+F=zO{i»<,0). ... (1) 
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I 

welche durch die vier Scheitel gehen ^ erhalten dann C, D, E, F 
bestimmte Werthe, und iiamentlieh sind auch £<0, 1^<()» ^^0, 
C>0, />2^F=y>0, £2— CF= g)>0, &D^-CF^=l>(K 

C< 1^ , so dass i? allein veränderlich bleibt. 

Für das Quadrat Z des Flächeninhalts der Ellipse erhalten wir 

£iz=. — Tc'sin^ (B^-^O* 

Damit dieser Ausdruck ein Kleinstes werde, setze man ^d=^- 

und dieses führt zu der von Euler (Nova Acta Petrop. T. IX.) 
gegebenen Gleichung: 

Da aber zugleich To2>0 sein muss, so erhalten wir noch 
die Bedingung: 

8DE ZCB^+SE^^CF 
B^—^jp-.ß + 3ji >0. ) 

Es müssen also die Werthe von B grosser als die beiden 
Wurzeln der Gleichung 

2 ^^ . 3C/>^ + 3f;g — CF ^ 
^ ~ 3F ^^ 3F """ 



sein, oder kleiner als beide. 

Oder : B grüsser oder kleiner als die beiden folgenden WerAe 
von a:: 

_ iDE , 4/ "l6Z>g£^~9CiögF~-9JS«l^H^Cf^ 

"^"^ 3F "*"\ SF2 ' 

y Q\ 

_ ADE 4 /" ] 6/>^F^— 9C/>^F-9F^F+3 CF^ 
^— 3F ■" T 9F2 

Da aber für Werthe von B, grosser als die Werthe von jf, 
^> C, so geben dieselben keine Ellipsen. — Wir können also 
nur dann kleinste Ellipsen erhalten, wenn ^ < als die beiden 
Werthe von x. Die Gleichung (2) verwandelt sich mittelst Av 

ADE 

Substitution Ä=,V + '"öy »n 









*^ IHeaer Aasdniefe wird < , wenn man zwei Diagonalen de« Vlüf^ 
ecke an Coordinatenachsen wählt (weil F^O), wie solches b. B. b«fal 
ParaUelogramm nothwendig wird. — Der Gang der Untersuchung bleibt 
aW tonst ip W«s(QatUchen derselbe. * 






f 

0, 

a 



f: 



til \, M»# ifi--. ii !> 
WO 

1..)/ '.-.i Itj 



WH 



ist; 

..,.'■». . . ' ■ 

Q=^p(54CO«F+ö4E«F-45CF«-64/)"£«) 

! . • • • • 1 . 

ancB* <0 ist. • 

Nehmen wit .1) ata, es sei Ä=e*+A^>(>, «ö bat die Glei- 
cboDg t^) nor eioe reelle Wurzel, und zwar eine positive, da P 

und Q negative Grossen sind; also y>0, und Ä=y-f--gp- 




gar 

]|(t nun 2)'£<0« i^o faat.jie Gleichung 64) drei reelle Wor- 
%Ai , lipd. 4iese lassen sieh ^ . da P < 0, Q < 0« folgendennaaseA 
ausdrucken : 



^=2cos9)Y -" J> jr=2cos(24(r» + ^)Y -j, 
j=2cos(120^ + g))y — j. 

Ohne den Werth von 9 genauer zi^ bestimmen, bemerken 
wir doch , dasa 9 < 30" > ist 

Es liegen also diese Werthe von y innerhalb der Grenzen: 



,=.V^r| 



y 



=V3.V^ 



y 



=0 



V=l 






Wir erhalten also mr B = y-{- q y « 



*) Es lässt sich aber anch zeigen, dass in diesem Falle durch die 

Yier Scheitel gar Iceine Ellipse beschrieben werden kann (aVso dass ein 

$üdheil«l inaechalb des von den anderen gebildeten Dreiecks Iiev4)u Demi, ' 

iveUrhc» i|ucb die Wertbe von E, D^ F sein raöire«, a» liegen die WerUic 

E* 
der positiven Grösse C immer innerhalb der Grenzen C= -^ und C=:0. 

^eae böden WerUie gehen aber für R eine negative Grdase, alaa aaah 
nach der Form des Ausdrucks alle zwischen ihnen liegenden Werthe. 
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Im ersten Falle: Wertbe grösser «Is beide Werfhe von x im 
(3), also keine kleinste Ellipse. 

Im zweiten Falle : Werthe zwischen den beiden Werthen von 
X in (3) liegend^ also keine kleinste Ellipse. 

Im dritten Falle : Werthe kleiner als beide Werthe von x in. 
(3) 9 also eine kleinste Ellipse möglich. 

Es giebt also auch in diesem Falle, nicht , ^ie Eni er meinte 
drei, sondern nur eine kleinste Eillipse. 

Folgerung 1. Ist das Viereck ein Parallelogramm, undDimm'it 
man die Diagonalen zu Coordinatenachsen , so ist Z>:^0, £=(l9 
und die Gleichung (2) giebt drei reelle Wurzeln £= VC, ^=— VC» 
JS=0, von denen nur die letzte der kleinsten Ellipse entspricht. 

W 

Der Flächeninhalt der Ellipse 2;=;|Esinu>T;-pv 

2F 

Der Flächeninhalt des Parallelogramms ist aber =77798111 •; 

n 
also 2=3-. Flächeninhalt des Parallelogramms* , 

I 

Anmerkung. Die Bestimmung der kleinsten um ein Tn^ 

beschriebenen Ellipse beruht nur auf einer quadratischen Grletchm^ 

wenn wir fol^endermassen verlahren. Es s^en (O9O), (a» O), (QiQb 

(c, 6) die vier Scheitel des Trapez, so erhalten wir fKr wm 

Ellipsen : 

y^\^Bxy\ Gi;*+2%+2£;:r + F=0 (a<0), 

welche durch die Scheitel des Trapez eehen, folgende BediB: 
gungsgleichuDgen : 

Daher das Quadrat Z des Flächeoinhalts der Ellipse : 

Z = -4«as.n'«,6« |-ca(a-c)^-4C&»]» ' 
und wenn man -^=0 setzt: 

C^acia-cf + 26«(a2— ac+f2) C-.26*=0. 

-ffi^ ^ zeigt uns , welches Zeichen genommen werden muss*^ 

Führt man die Rechnung durch, so ergiebt sich auch hier, daM 
das Verhültniss der Fläche des Trapez 2ur Ellipse blos8 von doB 
Verhältnisse der parallelen Seiten abhängt. 

Anmerkung des Heransgebers. Der Herr Verfasser diecet 
demselben sur Aufnahme in da« Archiv mir mit^etheilten Aafi 
wnnscht, das« hier in Bezog auf die Abhandlung des Herrn Profc 
Anger in Theil X. Nr. W. bemerkt werde, dass der vorliegende Al 
mU bereits im Jahre 1839 geschrieben und im Bulletin de TAead 
«ki« Itf p. d« St Potersbourg T. VL No. 20.21. gedruckt ereehiencn 1 



J 
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Bliscellen. 



In den Berichten über die Mittheiinngen von Vrenn- 
den deV Naturwissenschaften in Wien. Gesammelt und 
herausgegeben von W. Haidioger. 1847. März. Nr. 11. 
S. 260. hat Berr Professor Dr. Schulz voo Strassnicki eine 
Methode zur praktischen Verzeichnung von Ellipsen, wenn deren 
Avo aüfli bekannt angenommen werden , angegebeo , die nach mei- 
ner H^uug, so einfach die Sache auch an sich ist, allgemeiner 
bekaant zu werden verdient, und daher im Nachstehenden mitge- 
theOt werden soll. 

Diese Methode gründet sich auf die folgenden Betrachtungen. 
Wenn ACB in Taf. U. Fig. 5. der «vierte Theil einer Ellipse ist 
und AC=a, BC'=:zb deren Halbaxen sind, so ziehe man AB und 
falle auf diese Linie von C das Perpendikel CD. Setzen wir dann 
der Kfirze w^en AD=:v, BD=zw, CDz=zu; so ist nach bekann- 
ten geometrischen Sätzen ^ 

w:b = b:v-^Wf 

d. i. 

v:a=za: V^a*+6*, 

v:u=u:w; 
also 



WeHnun bekanntlidi 



a* 6* __ ab 

• mm • 



6* 



dift OMilwa ^ Effipoe bt. so iitt fiir :t=M 
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d. i. y = tf; und für xz=z,v ist: 

d. i. y^=w. Mimmt man also CP= CD, CJPi=AD und errichtet 
durch P und P. die PerpeoAoql PQ und /\Qi aof JC, so ist 
PQ=CD und l\Qi=i?X>, woraus man sieht, dass die Pnnkli 
Q und Qi der Ellipse leicht gefunden werden können. Diese bei- 
den Punkte nebst den Punkten A und B tiefem aber vier Pariote ^ 
des Quadranten der Ellipse, durch welche man denselben in im \ 
meisten Fällen mit hinreichender Genauigkeit aus freier HaMl 
wird beschreiben können. 

Indess wird es doch der Genauigkeit gewiss fl^rderlteft ukii 
w^nn man ausser den vorhergehenden Punkten noch ein Paar a» 
dere Punkte des Quadranten der Ellipse mit Leicbtifekeit finM 
kann, und ich will daher der obigen Mitdieilonff des Herhi 9» 
fessors Dr. Schulz von Strassnicki ncNsh Joe folgenden B^ 
merkungten hinzuitlgen. ' 

Setzt man nämlich ar=rga, so ist 

und wenn man x=^a setzt, so ist ' \ 

Theilt man also sowohl die grosse, als auch die kleine Ilalbai0| 
der Ellipse in fünf gleiche Tneile, so ist für 

CPa=|^C'und CPj^ = ^AC 

nach dem Vorhergehenden 

P^Q^= I BC und P3Ö3=gÄC, 

woraus sich ergiebt , dass sich immer auch die Pdnkte Q^ und 
leicht durch Construction bestimmen lassen, so dass* man. ii 
sechs Punkte eines jeden Quadranten der Ellipse sehr (eicnt di 
Construction finden kann. 

Hiemach würde man also bei der Verzeichnung einer EID 
ans ihren beiden Axen auf folgende Art zu verfahren haben. 
Ta£ II. Fig. 6. seien AA' und BB' die beiden Ai^n ««• fett^ 



Hl 

id C sei Ihr Mittelpunkt, so erhält man den zwischen CA und 
B liegenden Quadranten der Ellipse auf folgende Art, woraus 
mn auch zugleich ganz von selbst erhellen wird, wie man sich 
ii der Verzeichnung eines jeden andern Quadranten derselben, 
id somit der ganzen ElUpse, verhalten muss. 

Man ziehe AB und föUe von C auf diese Linie das Perpen- 
ikel CD. Panii nehme man 

CP=CD, CPt=4JP, CPa=|^C, CP8=8 4C; 



rtiehte durch die Punkte 

^ * . ■ 

P» Pli P^$ P3 

mfilC-die Perpendikel 

; PQ, PiQi^ P^Q^r ^3^3 

und mache 

PQ=CD, P,Q, = BD, P2Q2 = IbC,P^Q^=IbC; 

Bo sind Q, ^, Q^, Q3 nebst A und B sechs Punkte des Qua- 
dranten der Ellipse, durch welche man denselben in den. meisten 
Fällen mit hinreichender Genauigkeit aus freier Hand ziehen kann. 

G. 



Von dem ^ 

Herrn Doctoy J. Dienger, 

Lehrer der Maihemadk nnd Phjsik an ^er höheren Bürgerschnle zu 

Sinsheim bei Heidelberg. 



> I» 



Wann drücken die Gleichungen: 

' («i*-^6aÄ3)^+(ö8*8*^öifla)y+(ö2^ — fliö8)«=0» 
(«363 — 0,02) a?+(aa2^6i63)y+(ai6i—ai4a3)«=0, 

(«a*a— «iö3)^+C«i6i — «aOs)^ + («3*— *i*a)«=0 
«ine und dieselbe Ebene aus? 

Die vorgelegten Gleichungen sind auch: 



1 

\ 
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(«1* - *A) 7 + («aft8'-«ia«)j- +(««*« - Oiat)=0. ; 
(ojfta - OiOä) ~ + («ii* - *i*8) 7 + («1*1 —«««•)=<>, 

Zieht man nun aus den ersten zwei Gleichungen die DVerthe von 

— 9 ^> SO erhält man dadurch die Gleichung der Durchschnitts- 

z z 

linie; sollen also die Ebejpen zusammenfallen, so muss man fiSr 

jp 1/ 

— 9 ^ Werthe von der Form a erhalten. Das Gleiche wird Statt 

z % U 

haben müssen , wenn man die erste und dritte Gleichung zur Be- 

Stimmung von —» ^ benutzt. 

z z 

Aus der ersten und zweiten Gleichung aber folgt: 

z"" b^ (a^H^ — 2010203 + Oa^Äa + o^^öi — ^6263) ' 

y _ Ol (03^63 — 2fli Ogfla + Oa^^a + ai%i — ^i 62^3) 
z ~ b^{a^%^ — SoiflaOs + Oa*6a + Oi^^i — bib^b^y 

Dagegen folgt aus der ersten und dritten: 

a: _ 03 (03^63 — 2oiOa03 + «a^feg + «i^fti —bxbji^ 
Z' ■" 01(03^63 — 2oiOa03 + 02^63 + Oi*6i — 6i6a6^) * 

.y Aa (03^63 — 2fli Oa^a + ci^b^ + fjt^bx — bjijli^ 
z ~" 01(03*63 — 2oiOaa8+Oa^a + «1**1—61^263) 

Damit also die vorgelegten drei Gleichungen eine einzige Ebene 
ausdrucken, genügt die Bedingung: 

03*63 — 2ai Oaa3 + Oa*6a + «1**1 — 61M3 = 0. 

(Man sehe: Memoire sur r^quilibre int^rieur dea 
Corps solides homogenes, par Lam^ et Clapleyron in ■ 
Crelle's Journal, Bd. 7. §. 34.) 
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die Gleichungen der perspektivischen Projektionslinie des Punk- 
tes Aj so haben wir zur Bestimmung der CoefBcienten mi, ni, 
rrvi, 7?2 und der Coordinaten ^S ^' folgende BestimmungsgieichungeD : 

— X=mi-{-niZ; 0=wii+Wi2'; t=mi+niv; 
Aus diesen finden wir: ^ 1 



r=y'+j(i,'-u). 



Z=t' + j(t'-u); 



* ■ 



.' ■•'. .. ■.■•■..■. 

3^ = -7+X 



«' = 



tZ+vX 
t+X' 



... 1) 

... 2) 






2. Nehmen wir Jetzt an ^ es befinde sich ein jSystctm paralle- 
ler Linien in einet E!behe von beliebiger Lage, üAa iiebÄen fie- 
sem zufolge ferner an, dass 

a?=mi +WiZ : 1) , 

die Gleichung einer festen geraden in dör Ebene « '-defi '4^ 
liehen Lii)ie sei. 

Die Ebene dier ^in; wollen wir ftlr jetzt, der SJinfirthliblt^i 
diirch' das Auge gehehd annehmen. ■ ^' !' ' 7' 

..... Ferner seien ■. : ',.■• ..,• , : '; 

-i'"-! ' \ x =^ (ii •}- ViZ ) .'/■■'■■'■ 

•i!, ... »=f»»+va« j ..: .... ..:,, 

die Gleichungen einer Geraden, die sich immer In p^rajIdef'S 
ttilt sidh sefbst auf der Linie I) bewegt und auf ^lese. A^'Ü 
Ebene erzeugt, för deren Gheichuhcj wir: ." ' . '* 

ri •■: ■ . - ■ '■ ^ .:,: 1 .-:... , 



•I ^'!. ' 



'...i 



finden. Bemerken wir, dass^^, weil sich die Ltnieii 1) ud^ 3) sch^ 

den, f*a = r* — zr '^^> «^ ^^^ wir leicht für die Gleidii 
einer Ebene, welche durch die Linie 2) und das Auge (i^fi) i 



folgende : 



■ ♦ •> . ! . 1 1 



val»«!— f*i+»(wi— n)l^-(Wi~Vi){|Xi — / + t>Vi}y .jj ' ••' 
Nehmen wir ferner an, es seien 



. . ..I 



I- 
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:*..•:. J '■/tl :ii' '' ''•''}^^pu\-'fit^ :!i". ! •••:":' '•:'• .)'M ,i ■ 






di^ Gleichungen einer Linien .d}e. »H:: ^er Geraden 2} parallel isiy 
md zugleich mit dieser in der Ebene 3) Hegt, so finden wir» wie 
i«rbinv -ftrdiis^GieKhttiK^'^der Ehenie», uweläedii^clir^H«! Linie>lt) 
«Mt dttrcb 4la^ Ati^-(t,v) gebt, folgender < ' 

. Die Purcbscbnitte der Ebenen 4) und 6) mit der Tafel geben 
[ Ae Pers]^ekiiTe^ der'LSnien 2) nhd 9), Wir erbalten dle.Gft^bun- 
: gen dieser Durchschnitte r 'Wenn wll* in d^h Gleichungeti-4y'und 6) 
r gz=0 setzen, wodurch 

L *■*•■■. ll '.» 

^inM!'4-4i^t(a^Vjr~'fi,ni)t>-^<miT~|is)i| . ■:. ■ »•:■;■ 

l^fll« ■■• l'l'l' ••■'■#'- '■ I •.l»»I'l'*'l 

nsL • I * ' ,.: . ;. .. ■ / i' 

Da diese Gleichungen zwei Linien darstellen, die nicht paral- 
yet.^ind, so kSnnen. wir daraus ^chliessen',.dass sich die perspek- 
»Michen Proiektionen paralleler Linien schneiden. Bezeichnen 
^ir die Coordinaten des Durchschnittspunkts dieser beiden Linien 
PMÜt^^r; so finden wir: 

9=:-?^;S=^i^*.| 9) 




LcjQL.cue rrojekti^ 
den. 



^len Linien in einem Punkte schneiden. Man nennt diesen 
Fluchtpunkt oder. Zusapamenlaufungsp unkt. 

3. Wir erbalten leicht für die Gleichungen einer Linie, welche 
das Auge (t^v) und durch den Fluchtpunkt (q^r) geht, fol- 

1^ •• ... »■ . •• ■ •»' '•• ■•• t ■ • ■ • 



« 



i « 



r 



Diese 

len 41 

den Linien 2) und 6) m i>io. i. naraiiei sma. 

Wir sehen ferner aus den Gleicnungen 9) der No. 2., dass, 

m wir den *) Fuss«- und den Fluchtpunkt einer Linie kennen. 




V i ' ■ I 

*) D. h. den Funkt,. in ivelchem die Linie die Tafel trifft. 



8 • 
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wir auch die Gleichung ihrer Perspektive finden können. Siml 
daher 



2). 



y =«144-1142 (•••••• 

die gegebenen Gieicfafungen einer Geraden im Räume, so finden wir 
nach diesen Bemerkungen leicht für die Gleichung ihrer Perspefe 
tive folgende: 

* • ■ 

'- (Wl3»4— W*4«5)© + »14^ m^n^ — 'W4tlj -TT W4I , 

41 Zürn ^"^ ■ " ■ ' ^ I J- ■ « -'■ ■ ■ ■« ■ ™ ' JJ^ ^ »••»••■ 

^ n^v + m^—t ' n^v+m^ — t 

und wenn , die Linie 2) durch einen gegebenen Punkt (a^AyC) 
so geht diese Gleichung in folgende über: 

,__ n/i(av — cQ — b(nsv — t) n^(t—'a) + n^b , 
^"^~" «8(» — c) — (<— a> ""w3(r-rc) — (<— o) 

Wir können auch umgekehrt zeigen, dass, wenn' die Coordint; 
ten (61 , Ci) des Fluchtpunkts und ^ die Coordinaten (b^, c^ i 
Fusspunkts einer Geraden gegeben' sind, wir nicht nur die Gl 
chung der Perspektive der Geraden ^ sondern auch die GIek' 
gen dieser letztern selbst bestimmen können. Denp die Gleicl 
der durch (^, Ci), (62» c^) gehenden Perspektive ist: ' i' 

y :r= 1 Z Ol 



Sind nun 



y = ^4 + V4r 



! ■••■•■■« 

die zu n^timmenden Gleichungen der Geraden ^ deren Pei 
tive durch die Gleichung 5) dargestellt ist, so haben wir 
Ziehung auf den Fnsspunkt der Linie 6) die Gleichungen 

=|M3+W3C2, 

62=1*4 + ^402. 
Und in Beziehung auf den Fluchtpunkt nach No. 2. GleichAn^^ 

Aus diesen vier Gleichungen finden wir: 

_ I 

t -»1 

VS= 5 V4 = —9 






feg(t?— C|) + 6iCg . 
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filliren, nehmen wir nn, es sei OAp=:=D, A4p^=^ty SO=—miy 
AE senkrecht aufÖF, SL parallel OZ, ApJand GpL parallel 

aiso . . 

y'=mi + niz' , . . ^ . . . ! 1) ; 

die Gleieirang der FloehtliBie FpGp, worin rhi ikml n^v bekannte 
CoAstaliilc^h 'und y 9 s' die iaufenden Goordjdaton-sind. > ,* •; ::' '- 

Femer sei '• " --'•■:•■ 

y'=.itfj +,«!»' 2) 

die Gleiehiing des Risses der gegebenen £bene, und 

die Cüeichnpg der Senkrechten ApFp aui FpGpy welche durch den 
Ansen^uokt A^ , dessen. Coordinäten '^^ ' ==0 , jti ' == «? ' sind , g;eht> 
so hdhenlwir zitr Bestiipinmig von m^ und li^ die Gleicbangen : 



t • . . - 



0=192 -f Mar» 



« i • # « ■ 



' .ffi 



Wa=:cotgif;; 
oder, da l/saSO^^H-^, 'so ist 

. .. / '■ •■ •■' 1 ■ 

i ■ » ili . 

♦ '■ . 

t 

folglich ist die Gleichung von ApFpi 

• I ■ ■ 

: Nehmen wir femei* 

du iüe C k^chm g ^r auf ApFp erriebteteir SeriLraehten A^A art.' 
so haben wir: Ap/: AJ = l:tgg>, also AJ = Api'.tgtp oder 

4^=^; frraec ist 4^«= Jjjr«+4/» oder ,, , _. 

die Coordinatenwerthe des Punktes A. Es rauss daher die Gleichung 
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erhSIt, wenn man dnrch das Auge mit den Linibii'.dep ertMlbab 
Systeme parallele Linien zieht, ihre Durchschnitte mit der Taf 
sucht, und diese mit einander Tet-bindel:«'! d. h. die so eben coi 
struirte Linie i^ nichts anderes, als ,die ' ^ri^hschnittslinie di 
Tafel mit einer durch das Auge, gelegten Ebene, die parallel n 
der in No. 2. tileichunji; 3) darges teilten Ebenq ist. Alan uebi 
diese Linie Verscbwi ndungs- oder Fluchtlinie der Eben 

Eine Ebene ist daher bestimmt, .^eni\ .ihr Dur(;h«^nitt.pn 
der Tafel (Riss) und ihre Fluchtlinie gegeben ist. 

Nach, diesen Folgerungen wird es leicht sein, dfe GteicbfV 
der Fluchtlinie einer £bei)e 

Aj: + ßif+Ct + D = 

za eth^tea; ' diese ist nSmIicfa., Wfe wir letcbt fiDden : 



- - I) 

6. Als eine Anwendung der in den TortefTgehenden Nnmms 
entwickelten Sätae wollen wir nun noch fvlgende Aufgabe lüseo 

Es sind die Cnordinaten f, g der Perspektive eines in eini 
Ebene gelegenen Punktes, nebsf den Gleicnungen der Fluchtlin 
und des Risses der letztem gegeben ; maa soll die Gletchnnc di 
Perspektive des Perpendikels auf jene Ebene suchen , das Satt 
den Punkt, dessen Perspektive gegeben ist, geht 

Sind o, 1* die jetzt noch unbekannten Coordinaten des Fluchi 
Punktes Pp des gesuchten , durch den gegebenen Punkt gehendn 
Perpendikels auf die gegebene Ebene, so wissen wir nach dei 
bereits Gefundenen, dass dieser Flu(;htpunkt kein anderer ist, al 
der Durchgang einer Qeraden mit der Tafel, welche Gerade Jena 
Perpendikel parallel ist und die durch das Auge geht. ' Denks 
wir uns daher (Taf. UI. Fig. 1.) 
linie der Ebene, worauf ein P( 



her eine im Auge auf letztere 
verlangten Fluclitnunkte Pp tr 
Achsen der tf und der x, m l 
und No. 2. gemachten Annahm 
die recht» inklicbte Projektion 
Achse OZ fallen, . Fällen wjt 
auf die gegebene FluchHiote f 
rechte als den Riss einer Ebei 
geht und senkrecht auf der d« 
gehenden Ebene ist, in der alt 
A gehende senkrechte Linie e: 
in Ap auf ApFp eine Senkrech 
Tafel vom Auge, und in A i 
wird. seiD Durchsehnitt Pf mit 
aaf die gegebene Ebene so e 
das so ahm couatraktiv. anj;«)) 
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fiihren, nehmen wir an, es sei OAp=v, A^p^^tf SO=i—mu 

^GpSO==:a), ^ApQp:::=:^, C0tg9) = «l, OD :^fJ' , DGf = i , 

AE senkrecht auf ÖF; SL parallel OZ, ApJ and GpL parallel 

z':y' — nij = tg^':l,' ' * '■.'^ 
also 



i:\ 



y*=mi + niz' . . . -i. , . . : 1) ■ 

die Gleiebang der FlochtliBie FpG^, worin rhi lioid nj,. bekannte 
Celislaky£(^n 'und y' y i die taufendeii Goordjoaten -sind. ,* >; '' 

Femer sei '' ' 



'=.ilfi +=«!«' 2) 

' die Gleichung des Risses der gegebenen Ebene 5 und 

I dße Crleichupg der Senkrechten Ap Fp auf FpGpy welche durch den 
I iEutfeB^üokt Apy dessen. C6ordinaten'^i'=:0, iti' = v' ^ind, geht, 
- so habmtwir xiir Bestiipmung vxxa m^ und n^ die Gleicbiingen : 




* ' ■ * ■ I 



• 1 »!.■•' 



«a=f cotgif;; 

oder, da |; =390^ 4-^, 'so ist 

V ^ : ;■-- ... 

.... I 1 

^ '• . 

firfglich ist die Gleichung von ApFpi 

\\ Nehmen idr feimei' 

iHe GMdiMg ^t 'auf ^ijyi^) eirtehteleii^ Seftkreehfen ApA aa:. 
haben wir: :^^p/:^J = l:tg9), afaso AJ = ApS\t§9p (oder 

K • - 3B4 — • 1, 
»••» • i>il ' • V 



CoordinateDwerthe des Pqnktes A, Es muss daher die Gleichung 



., . ■. 1 



1 ■ 
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statt finden. Weil aber AAp parallel FpGp ist, so i^t'iis'= iij,' 
mithin fW3 = — «it, folglich. 

y=-«i(t?-«') 4) 

die Gleichung von AAp* ^ - « 

Sind iy/ und z/ die Coordinaten des DurchsehnittsiMiiücte' deCi 
Linien ApFp.vLudTpGp, sa finden wir für dieselben mittelst den 
Gleichungen 1) und 3) . ... i 

\ 

mithin finden wir ebenfalls für die Linie AFp, welche durch des- 
Punkt Fp oder (yi', ^') und den Punkt A geht, die Gleichnng: 

_ p (wh + litt?) + mi^ VI ^- nt ^ »H + wi p -^ w^ tV l + ni^^X jm 
' Äi (mi. + «1») ,+ « V*l :+«i* «i(ini +«ir)+*V IH-n»« ^ 

Auf ähnliche Art wie die Gleichung 2) finden wir für APp, welche 
durch A geht und auf AFp senkrecht steht, die Gleichung: 

wii +WiP— «i^Vl + ni* 

Bezeichnen wir endlich die Coordinaten des Durchschnittsponkfts 
Pp von ApFp und APp mit ,Va' und z^' , so finden wir leicht: 

Wi+WjP * Wi +«iP 

Da aber die gesuchte I^e'rspektive der Senkrechten auf die ^ 
gegebene Ebene auch durch den Punkt (fr ff) gehen lam^fB, eo M'^ 
deren Gleichung: ' 

y -^ (^ - p) (iwi +iiiP) -nifi "^ (flr— p)(wii+iiip)-ni<*' --^^ 

7. . Nehmen wir jetst an, in-der-ESbeoe d^r ;r3f befMlbikH 
zwei einatider entsprechende Punkte A und A' zweier eoÜir'" 
Systeme, deren Perspektive wir, wie bisher, mit Ap iiiifl;,4^ 
zeichnen. Die Coordinaten der erstem seien X, Y; P, Q\ 
jene ihrer Perspektiven ^ %z'.\ q' , r' ;' so erhalten' wir die & 
siehungM;leichungeii zwischen den .Coordinaten JC, F; ^, ^ 
wenn wir in den Gleichungen 1), 2) der No. 1. Z=:0 ectzeu 
IMwb^'siBd^-'alMi: ......:. inn) 'jj' 
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• I .. . . ■ 4 © 



Auf gleiche Weise* finden die GieiehuügeQ: 

^ .,,.... ....,„.. P-^:^z:P' Q=-'t:rp'', ,•■..: ,•.- ■•■■■■3) 



r-' 



« I .. 



. ■' ..\ 



9— -qp-p-, r — ^qpp, .. . .. . . 4) 



• ' ' . • I • • . , L- - • ! 



statt Denken wir uns nun die Tafel sammt dem Abgenponkt um 
ihre DiHrchschi^ttts|inie ratt der Ebene der Figuren i(d< n: um die 
Atäist der jf)ijn die Ebene der jrjf; gedreht > und setzen ^di^r^CHdetr- 
fifarai^«ii rtter Bekieichtiidne: wegen a?«id p' «tatt.V ><tt(di^;''^ 
gehen die Gleichungen 1), 2), 3) und 4),' wenn wir di«i erstie -liM 
dritte mit v, die zweite und vierte mit t im Zähler und Nenner 
theilen, in folgende über: 



«A • • - r* 



— —-i^l -—+1 



• .• ; ■ -. . ..... ... »I 



r^ .. •'+^ 



:t .-...'•■ i . ^ . : ^ ■ ■■..■•■ 

: ■ ■ ' • . . I . • . - . ■ ; I 



... 6) 



•1 • t» 






P 



-^+1 r-«^+V 



t>.- ■ . . ■■ .»." ' ■" 



^ 






Es ist abV.befcannt, dass^ wenn Jf', Y'\ P',rQ' die Coor- 
dkwIeli'aWeier.entsprecbi^der Punkte Von zwei zusammengehuri- 
geo collinearen' Systemen sind, alsdann die collineare Verwandt- 
«ehaft dwch fS^^nde €Heichungen ausgedruckt «Vvird : 



, . . . . . ■ • ■ . ■- . • >• 



ans wdche» weh' die beiden Gleichungen: 1. 
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^-fHP'+nQ' + i' ^-^P' + vsQ' + l *"^ 

hervorgehen > in welchen der Kürze wfegeh: 

. '■• ■ ■' "^ ■' , ^ ^ 

'^^ frti?i2 — Wa«! ' * mj Wa — /wini * ^ ^^ »ii w^ — w^a**! * 
'^ mifi^ — *?M2^i ■ «iiJia — ^^^1 W1W2 — ifi^iH ' 



^ 



wtan3 — wi3«2 .;. mg«! Tr.yg^Wa . 

Sfse^t wurde,, .^.^ . • . ■ . ^^ .^ ,,. , . ...|... .^ r.. 

■ ,::, ßemfirkbu wir» dalss: einige der. Grc&sseum^y n^*4.*'^^nM NoU 
fi^itkiinoen, und 'vergleichen die Gleidrangen 5)'ari4, 7);iiiit "den 
GteiqhiPligen :6)r>..cUe 4g]kefehungie^^ 6) uod^ milMdw«l6»lRM0^ 

: i')>: ',: : i :::.' .. \ y..- ': ■; '.r-: -.!:.-> •-'\- V^i ''V"-' 

iiii = -, «1=0, 5i = 0; iwa= — ~, «2=1, j^=0; 

>."••. 1 •. ■ 
; wigtir-T-, »3=0; ^ 

fti = ^, 1^1=0, ^=0; f*2=7» v*=l» ^=0; 
.: f^ = ^» .Vs = 0/ 

m 

*" ' : ■ 

Die gleichen Werthe von jüi, V| etcl würden wir auch erhal- 
ten haben, wenn wir die Werthe von ?Wi, «1, etc. in den GW 
chungen 11) substituirf hätten. Aus der Vergleichung-der GleichuD 
gen 5), 7), 6), 8) mit denen in 9) und 10) geht hervor: -i 

Dass ein System von Punkten A, ^A', A" , etc. mit seinen 1 
Perspektiven A^, A-p ^ Ap', etc. in der Verwandtschaft der Colli- -}. 
neation steht. ^ i 

8. Lassen wir endlich in den Gleichungen 9) und 10) der von- ^ 
gen Nummer die Accente von iP,. Q' , X! ^ F' weg, und schrtt- ^ 
ben, um Verwechslungen zu vermeideo, m' statt mu v! statte 
etc., so drücken offenbar die Gleichungen 

■ ''■■•■ »;:■■ .. ■ .!i- .. ; jsi;- !■-. ■'■ »it'i.'iMfJiir) 'IHS(] 

~f''^t^i-J^Q+l' /tf-i» +/"<? + ! ^1 

it ", . V I. •■ ■. . 4 ■ ■ ' f I ■ 

• - -_•'•■■ ■■ » 1 

die collinäa^e' ^er#abdt9chaft der' iSyst^m^ P, Q und X, 
aus. In den letztem haben natürlich fi', v' etc. ähnliche Wei 
wie fft|. Vi etc. 10 No. 7. Gleichung 11). SubstitnrefrtitefoiD! 
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«i4i2)lstBtt Rk Q^ -iXi mnd F;die W#ittbe «m dM Gl^hufiien 
5) und 7) der vorigen Nummer ,i so finden wir: :iii::. •!...»;;> , :;■. 

s' + t ^ "^ s' -{-t^V. s'+t 




Aas der Fdhn dieser Gleichungen ist leicht e^ichtlicb, dassauph 
die. PunMe. (p* , q') uii4 <a:' , 3^) entsipr ebbende- Punkte 'zvrMer col- 
lineafrc?r^ TSj^stöme sind. .-* • 

9. Aendern wir Jet^t das Coordinatensystera ^o, d{i^s wur die 
Ablise 4^ 'b? "durch' rfen ' If^ugeirpirnkt g<mQri/'l|itd/{lK*titttihg*]«docb 
trtiterSndcrt! tesew, stf hiabeW ydv in -den Gfeichlingfen S>,6),f),^ 
der No. 7. nur Y+u statt F, y'+u statt y, Q+m statt 0,-^+^ 
stutt,^ zii:^et«e!D,; wodurch wir: - ; ' ; * i; ;„: ..; j . \ ., 

« -Ä»' '■• ■'■ '• '''''.'•'' t!li.'^ ■»•■1 i7.» ')i>i:iir» 

» ■ ■ I "i f • _^^p 



« ■ I ■ , 



^ ' • * I» ..'I.-. ..» i|<-- .:,. tj 

•'V' ■-.'#■ f 

. i.-A 1^» '::) ♦■■■:/ . .).'i"-5 

w*^— .-E.^: :. «/■— ; ?^ — • '•• • n /o • V^ = ■ > .'k\ 

• ■ ■ ■ . t • ■' ■ . . ■ • 



t 



-» ■! • I 

■ ,. ■ . » 



;•. •: -e:-,,.!. -, .-^ii\:"r ■ ■••■ ■■■• 



—'—4-1 — '— + Ji i 

■ ' ' ' 

. ... , • . " I , " • ■ . ....••• 

'j • ; •» • . . ! • 1 .-.• .• .■ r .: ■ i 






: p =p , q =:^- ^^ 






'. »1 :• ,'• -4) 



/ • 



' ..■ . • :? .; ■; . ■ ■ j! > 

r . • . , . . . 

ftlialtea. ■ fienei^ien: wir, das«, If^enn' allgemein |^^ Q{.;'JiU,'.V 
& C^ofdinaiten zwieier.iNit^redie^üieo PUn):te sM, diJS; Jin^ei ^c^lr 
Imearen und coUinear liegenden Systemen angehören, ^lgend(& 
Gldbchttnffsfprjoeo diese Art der geometrischen Verwai^dtsöhaft 
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worin Mf, Mm 9 N^ uDbestimmte Constaoten sind , und das» 
aus diesen auch 

folgt. . . 

Setzen wir in den Gleichungen 5) die Werthe vqd P» Q, X 
und Y BUS 1) lind 3), so erhalten wir: 

10. Betrachten wir die Resultate, die wir in den Nummem 
7., B. und 9! gefunden haben , so erhalten wir folgende Ergeb- 
nisse.: !■ ■ '■ 

a) Es folgt aus den Gleichungen 5), 6), 7) und 8) der No. 7.» 
dass die Punkte {X, Y) und (a:',y')y so wie (P, Q) und (p', ^) 
Punkte zweier coUinearen Systeme sind. 

b) Es folgt aus den Gleichungen 3) der No. 8., dass auch 
die Perspektiven (a?', y'^, (/>', «0 der Punkte (X, F), (P, Q) m 
einander in Verwandtschaft der CoUineation stehen. 

c) Aus den Gleichungen l), 2), 3) und 4) der No. 9. geht 
hervor, dass die Punkte (X, F), (ic',y'), wie auch die Punkte 
(P, Q) , {p' , q*) zwei coUinearen und collinear liegenden Systemen 
angehören, wenn die Systeme P, Q und A', F collinear und 
collinear liegend sind. Dasselbe eilt auch wegen der Gleichungen 
7) derselben Nummer für die Punkte (p', y')> (^'»y')- 

il) Denken wir uns die Ebene der gegebenen Punktensysteme 
sammt diesen um die Basis in die Tafel umgelegt, so wird dadurch 
die Collineationsverwandtschaft der bezüglichen Systeme nicht ge- 
stört. Weil sich die entsprechenden Linien der Systeme P, Q; 
p' , q' auf ihrer CoUineations - Achse schneiden, der Riss (die 
Durctischnittsünie der gegebenen Ebene, worin das Punktensystem 
P, Q liegt, mit 'der Tafel) aber diejenige Linie ist, welche vor 
der Umdrehung jener Ebene in die "Tafel den Ebenen beider 
Systeme gememschaftlich war, so müssen sich auf derselben alle 
entsprechenden Linien schneiden, woraus hervorgeht, dass der 
Riss der gegebenen Ebene zugleich die Collineationsachse der 
Systeme P, Q; p', q' isU Aus deu gleichen Gründen fi»l^ 
dMs derselbe Riss au(» die Coiiineationsachse der Systeme JT; *i 
^'^y'^ ist. • ■ ^ •....! 

€)' Da sich bei zwei coUinearen Systemen überhaupt' dfejcnlll' 

Sen Linien des einen Systems, welche parallelen Linien des atf' 
em entsprechen,, auf cler Gegenachse des erstem schneiden, 00 
#erden wir leicht einseben, das« die Fluchtlinie (diejenige Linie,' 
iMf «ireleher di^ Zutajmnenlaufungs- oder Fluchtpunkte aller Systeme 
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von Paralleietar» jdie sich- in etoer Ebene! befifidmi,; Kc^d)' de^ 
Ebene, in welcher die collinearen Figuren Uegen; iliobii anäerefl 
ist, als die. gemeinsame Geeenachse dier Systeme Jl, F; x'^ v' 
undP.Ö; p'.^'. , ' 

f) Sind die Systeme P, Q un3 X^ F collinear mid colli- 
near liefl^end, so gilt dasselbe von der CoUineations- und Gegen- 
achse der entsprechenden, Systeme wie in e). 

g) Aus der Beziehung, die der Augenpunkt zu einem Punkte 
im Kaume und zu dessen Perspektive nat, so wie auch aus dem 
bekannten Satze über collinear liegende Systeme : „ dass die Linien, 
welche zwei entsprechende Ecken zweier collinear liegenden Figu- 
ren verbinden, sich im Collineationspunkte schneiden^', folgt, dasfl» 
wenn die Ebene der collinear liegenden Figuren um ihren Riss in 
die Tafel gedreht ist, der Augenpunkt zum Collineationspnnkt der 
beiden Systeme X, Y; x', y'; sowie der Systeme JP, Q; 
p' y if wird. 

A) Endlich werden auch die Collineationspunkte der Systeme 
X^ F; P, Q und X^ F; x\ , y'; oder der Augenpunkt und jener 
der Systeme x* ^ y' \ p', q' auf einer einzigen Geraoen liegen, etc. 

11. Wir haben in No. 4. JGleichung 5) gefunden, dass 

die Gleichung der Perspektive einer Geraden ist, deren Gleichun- 
gen; 

sind. Wir können der Gleichung 1) auch die Form: 

geben. .Setzen wir in diesen Gleichungen f =0, d. h. nehmen wir 
slitt des Auges den Augenpunkt, so erhalten wir 

— «(vi«'+i*i) + »(viy+fiiva-f*an) + f*i/+(f*an-f*iva)=0. ...4) 

' Birtraehten wir in der Gleichung 3) dieGrl>ssen u und f? als con-> 
iliot, d. h. denken wir uns den Augenpunkt fest, so erkennen 
wir sogleich, dass die Gleichung 3) die Polare des Augenpunkts 
ansdrilckt. Es ist daher die Perspektive einer Geraden die' Po- 
|v6 dos festen Augenpunktes. Betrachten wir aber in^ der Glei- 
ebang 4) die Grossen ^ , z' als constant , so druckt diese Glei- 
choDg die Polare des Punktes {y' 9%) aus, oder auch: 

. Denken wir uns die Perspektive ireend eines Punktes im 
Bmitee ab-ifSesI^ und den Augenpunkt auf der durch die- Gleichung 
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4) QUgg^riSckten Geraden bewc^^Kch,- so Ist dlcifte GmiABfik Pfv* 
iare Mer Perspektive jenes Punktes im Räume. 

Mittelst (1er Gleichung 3) können wir aucli flie''Au(]^Mb&Jtk|eD': 
,9 Es sind die Gleichungen einer Geraden 

a: = f*i + ni ) • K. 

y = f*2 + V2^ j ' 

. • . . ■ ■ ■ ■ ■ . .... 

gegeben 9 tind die Gleichung :. ..! 

.y=:M+N2 . . . ■ . .. :■ .■■.";.«) 

ihrer Perspektive zu finden.'^ 

. . Nehmen wir^ wie bisher, u und v als die Coordinaten des gfr 
suchten Augenpunkts, so wird uns zu deren Bestimmung die Iden* 
tificirung der Gleichungen 6) und 3) führen. Dadurch eraalten wir: 

.. XU.=Z. : r—. : 9 ' ■ ■ ' 

JLi — -— '— • .• ' ■ 

Aus diesen fiildeii twir : 

V — — — , M= • 

1 J . • ■ ■^ ■ . * !■■..■■■.■■■ 

12. Wenden wir die gefundenen BeziehungssleichuDgeo 
zwi.schen den räumlichen und ihren . perspektivischen CoordiniSen 
auf Curven und Flächen zweiten Graues an, und zwar sei zuerst: 

. » > . ■ » \ 

die Gleichiin^ einer Ellipse, deren Achten 3a und 26, und deren 
Mittelpunkts -Coordibftten^ und —f sind. 

Bezeichnen wir wie früher die Perspektive dps Punktes (X, Y) 
VAU (^, - y), so finden- wir leicht nach Gleichung 1) nnd ^ der 

No. 4,: .; ;. . 

•^ v — z' ' ' V — z' 

■ • ; ; . . . • I ' ■ ■ 

Sabstituireo wir diese Werthe von F — g und f — A in der GleH 
c(u>|ig'. )>>; 90 .erbalten wir als Gleicbnug der : Perspektive: :dtt El- 
Ups« 4). folgende; : . . " . ', ; .!- ., 






■ ■ t ■ • ■ 

i t Jl - • 



iiflMeUhvDgi-'diMlGkt iim Ailgpmeineni/ einen Kegelschaitti ans, 
|n«hiei^iedUittti^oB'aeJii:«TilBseii a^6> f, eta abhän^ ict " 



V t 
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tiviscben Curve 2) zugleich auch die perspektivische ' Projektfra 
de« JUittelp^k,^_^,i; gegebenen ÜUfise .l):fst, und m F^\ die- 
ses Dicht statt' fioaet, f^-elches' der.geometrisiehe Qri „des Aügfji 
sein muss, damit der Mittelpunkt der perspeKtivischen Cürve zu- 
■gleich die perspektivische Projekjtion des Mittelpunkts der Ellipse 



iitt 



;« 

- I 



Bezeichnen wir mit yi' , z^' die Coordinaten des Mittelpunkts 
perspektivischen Ciirve 2); so ist bekanntiiehc .'!■■" oi > 

, a*u-{fu-{^gt){f^-t) , v\a^—nf+m 

Sind yu^ un<l zJ die Coordinaten det Perspektive des Mittelpunkts 
i (•^ff'g}'det Ellipse 1), iso ist nach ^o. 7. Gleichung i^): : 

I Diese Wertfae Vdnr y^ ^"^ V ^^^^ offenbar verscfal<b(ten ,von 
\ jenen der Coordinaten Vi , Zi';. daraus folgt, 'dass im Allgemei- 
^ Den der Mittelpunkt der perspektivischem Curve biGhi'"]iilt> der 
Projektion vdes Mittelpunkts der perspektivisch projicirten Curve 
zusammenfallt Um die Curve zu bestimmen, auf welcher sich 
das Auge bewegt, damit der Mittelpunkt der perspektivischen 
Corve mit jenem 'der projicirten* zusammenfalle, setzen Wir die 
Coordinatenwerthe von yi und y^ » so wie die von z^' und z^', ein- 
ander gliricfa^ wodurch wir: ^ 

(Ju+gtHf+t)'-a'hi _fu—gt 

erhalten. Au» diesen folgt aber, dass . 

i I * — — — / 

i 

\ Ist; « und V fallen aus^ def-GleichiAig und b|0iben also unbestimmt, 
i; Diese letzte Gleichung spricht aber aus, dass der fraglichen tie- 
1^ dlngiuig Genüge geleistet wird, wenn sich das Auge, in .eirter 
r* Ebene befindet, die mit der Tafel parallel ist und von ihr den 

Abstand t=^ — ^öjcr^ bat.' Jedoch versteht es isicb Voö selbst, 

da«8 a>/'V2 ist. ' 

13. Der in der vorb^geb^nden Nummer gemachten Unter- 
f snchuDg 8chliesst sich, der Natur der Sache gemäss, noch fol- 

Snde an: „ Welches .ist djer Ort. des Auges, wenn die durch die 
eichnnff 2) der vorhergehenden Nummer ausgedrückte Perspek- 
:"" tive der fiUqise 1) No. 12. , wieder eine Ellipse geben soll^ die f^ac 
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gegebenen EittbM 1) No. 12. Slinlicb krt, Jedodk' nUihrnkthtUiD- 
ficE Uegt?" 

BezeichTien wir mit at und bi iW flalbacbiseii djer Cmre 2) 

Nr. 12. , so muss bckanDtiich : 

■ ■■ I . 

sein, wo ä; einen gesehenen constanten Coefficienten beseicheet 
Femer finden wir leicbt: 

■ 

^ ~| t(/'+0*-o*)(a*(jy-M)« + 6«(/-+0«-a»(6«-e*) 

(+ V t o»(j)r-a)*+6*y+<)»-o*(fti»-t)a) t*-4a26*p«5(/+0«-o«)* 

Setzen wir, der Kürze wegen, 

80 muss nach 1) . -i 

■ . ■ ■ ■ ■ ■ I * 

sein« Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir: 

g^ { A^ - V jf»— 40^6 V t (/*+ 0'— «^ > . 

Ordnen wir diese Gleichung, so ist: 

oder auch: v . 

{,4_(a2+ft«)i,V"(/-+<)*-«*H** + (a«+6>V(/'+<)«-a«l=;0; 
daraus folgt aber auch, dass: 

S^tieii wir statt «^ seinen obigen Werth, so haben wir: 



» 1 ■ . '. i < ■ * ! . ■ » 



• • ■ 
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if(»-«»)"+6«t(/'+0*-a«l+o«p?-(a«+6> V(/+.0'-=t<^==0." 4) 

"...■■ ■ . . • . • : : < • • . ■ : 

Setzen wir in dieseD Gleichungen g-^u^u', f'^iiszf, so erhal- 
ten wir: • 

aHJ + Ä«r8+ aV— a*6>+(aa + 6«)t? V r* - a«=:a . -.0) 
;a^'« + 6«r« + a«i?«-a«6*^(o«+Ä*)r V <:*~a»=0. . . . .6) 
Darcb Addition dieser GleicbÜDgen erhalten wir: . , 

aV2 + 6*r«+aV— a«Ä« = 7) 

» ■ 

Durch Sabtraction derselben aber: . . ; • 

« 

oder 

rVr»r-o»=0. i .... . . . . ift 

üiitereachen wir die geometrische Bedeutung der GleichuD|;6n 
7) ired 8) und zwar die einer jeden insbesondere und diii beidet in 
Verbindung. 

Die erstere druckt offenbar ein Umdr^^n^ellipseid aus/ des* 
len Mittelpnnktscoordinaten —/und g sind; die llotationsachse 
desselben usi die Achse der x. 

Aus der Gleichung 8) folgt: 

t'^^a^^Oi r=0; oder i^^a-^f^ r=:0« 

Aus beiden Gleichungen 7) und 8) aber zugleich folgt: 

i^=a — fi ü=0 und ^=aL 

IKese Werdie geniigen auch den Gleichungen 3) und 4) oder 5) 
üdQ. 

U. Bestinnhea wir schliesslidi noch die Perspektive einer 
Fache zwnten Grades. Die Perspektive einer krummen Flieiw 
ttcriuumt >iird bestimmt durch den Durchschnitt eines sie mnhfll' 
hnilea Kegel», dessen Scheitel das Auge ist, mit der Tafel. 

?idifli«i wir an, y(jr9 3f9z)=0 sei die Gfeiffaung einer ^eee- 
bcMi FiSdbe, und setzen f{x,y, z)= (7=0, so haben wir be- 
boidiei zur Bestimmung des Umhullungskegels die Gleichungen : 



c<i0c~oo8^ cosy ' cos« co«^ cxmy' 
Theil \L 9 
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. - . {ttiüeseii Gl^icbungAii be«eichuen «, A y dl» TeränderiiiJi^ii •Win- 
kel, welche einb ErzeugoDeslinie respeKtive mit der Achse der x^ 
der^ nnd dei- ^ bildet, MiDd 4?, , ^i , t^ «ind die Co4irdiiiatep;^e8 
Punktes ^er BerQhrungsciirve des ünihullendeD Kegels uiid der 
ge^beiien Flä^l^e. , .;.■?.{• 

Elimiiiiren wir aus diesen Gleichungen die Grossen cotf tf^fcos^, 
cosy; Xi^ yi, z^\ so . gehört die resultirende Glctlchun^ dorn 
BerfihniDgskegel der gegebenen FiSfchc an. Nehmen wir an, 
F(x,y, z)=0 sei die Gleichung,, welche aus jener ^Elimioation her- 
Torgegan^feii Ist, als^ die Gleichung des Berühruhgefke^ti^, so er- 
halten wir die Gleichung.. der Perspektive der ^S^.^^^* '^fJff^Kl 
wenn wir in der Cttelchdng F(äi, y, i)=:0 die Abscisse*":^ ^iSioo 
Null setsen, wodurch. .diese in: 

■ 

F(z,y)=0 8)'' 

• ' _ . . . _ . 

übergeht. Hierbei versteht es sich von selbst, dass die Ebene 
der yz als Tafel ansenommen wird, und in der Gleichung der ge- 
gebenen Fläche und des umhüllenden Kegels x negativ genommen 
werden muss, weil die Fläche fahiter der Tafel, d. h. auf der ne- 
gativen Seite der x liegt. 

15. Den in der vorigen. Nummer gemachten Annahmen xo 
Folge wird die Gleichung einer Fläche zweiten Grrades, die sich 
auf der dem Auge entgegenges^ten Seite der Tafel: l^qdfb fol- 
gende- sein: .1 ;::, .... !..,:, k 

Az^+ By^+ Cx^ ~ %A''Xy ^ 2B'ak+^Cyz 

+ 2Af'z + iB"y^2C''x 

und die Gleichung des Kegels, dessen Scheitel im Auge ist, nod 
der die Fläche l) belOhrt, bat die Form: ' * 

ip = sr.'N,' . . . . . . :"'. ^ \ 

wo, der Kfirze wegen: " 









K=(Av+Cu+B't+A'^z+(C'v+Bu+A't+B'')y . :.|»w-' 

+ 'iA''e + 2B"tt+S^:irt+DA^^ 
N=Az^+B3fi+,ea^,-34'a:y-t^iBxt+.2Cifz. ,.; r. . ;• .) 

gesetzt wurde. l 

Setzen wir in der Gleichung 2} x=iO ondfiir JK Jf, iVdieai 
den Gleichungen 3) fSr diese Annahme entspringenden Wetdi 
BD «rhalten wir fiiff die Gleiehung der Perspektive der Fläche 
folgende: 
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*, ' ■ 'lll'*"! 

g Und z gesetzt Aus d^r Forin dieser 6leiohuD^'seheÄ däaa 

die Perspektive einer Fläche zweiten G^dei^ eiqe Curve dessel- 
ben Grades ist: ■.,*'' ' ' •" 

• I ■ ■ ■ I r 

16. Machen wir von dem in den vorhergehenden Nummern 
Eaitwp^kfdtai eipi« flf^ecieiif) Anvrendppgea^ un4 f ucl^^ diejijljiait 
dbnig der Perspektive eines dreiachsigen iBUipsoids» dessen Mit^ 
t^lfkinkts - Coordinaten ^f, g, NnU» jmd 4e99fB A«ba^n.:)8ai 
265 2e sind. Die grosse Achse 2a ist parallel mit der Achse der 
w aneeBonm^^-'^ 

Die Gleichung dieses Ellipsolds ist: 

• - : \ • ." i»':; ' i.ii. ■ . : -.s - i ■ -. ,^ 

oder auch: 



t< 1- a I. 



Win erhalten daher, wie in der vorigen ^oraqier, für die Gleichung 
der Perspektive dieses EÜipsoids folgende: 

U*(tt— irJ*+6*(/'+<)*- n*6«)j^— 2o»»(«— 5r)yV 

. ■^2w'|aV(«-.9)+*V(/'+<)-«''6»l [2) 

f^ : '. ■ ■ . . . ■ i ' ■ . 

r Wir wotten nun untersuchen, ob^ wii dem Auge ^ine odef 

[ ndnere Lagen ^eUen kOnnen« damit die Perspektive 2) des ElKp- 
^ aoids 1) ein Kreis wird. Wir werden aus ' der lietraehtiing dei^ 
letzten Gleichung leicht erkennen, dass diese nur alsdann einen 
'- Eieis apsdrücken kami^ wenn folgende zwei Bedingungsgleichun- 
L m erfiillt werden: 

• '•' ■ •< ! . tt— ^=0. . . ... . . . . 3; 

«^(«-ä)*+ 4»(/'+0*— <«•=*«*»•+ c»(^+iO*— oM. . . . 4) 

Reduciren wir die letzte dieser Gleichungen auf Null und benuizeD 
dahei die Gleichung 3), so erhalten wir: 

aap94-(c«-6*)fa+2/(c«-6«)t-(c^^62)(a«-/^)=0 5) 

Aas dieser und der Gleichung 3) erkennen wir, dass die Per- 
spektive 2) des EÜipsoids 1) in einen Kreis degenerirt, wenn sich 

9* 
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das Auge auf einer Ellipse oder Hyperbel befindet, deren Ebene 
durcl^ me grosse Achse 2a des gegebenen Ellipsoids geht und die 
dabei senkrecht auf der Tafel steht. 

Eine Ellipse ist die Qrtseurve 5), wenn c>ä und a^ f lat 
Eine Hyperbel hingegen a) wenn c<6 und a-^f; ß) wenn c<6 
und a^f ist. Ist die Curve 5) eine Ellipse, so sind deren Achsen 



a ' . 
Ist die Curre hingegen eine Hyperbel, so i st im Fall c^JW 
reelle Achse =2V ö^— /*, und die imaginäre = ; 

und im Fall ß) ist die reelle Achse ==-^^-^ ^ ^, und 

die imaginäre =2V" — (/"* — a^. 

Die Gleichung des Kreises, welchen die Perspektive des El- 
lipsoids 1) darstellt, erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 2) 
ff — 9=0 setzen. AUdann wird sie zu: 

\ «) 

6*t(/'+«)*-**l ~" 

Die Coordinaten des Mittelpunkts dieses Kreises sind aber: j 

t 

Betrachten wir q und r als veränderlich und eliminiren v und ^ 
f aus diesen Gleichungen, so drückt die resultirende Gleicbmi^ < 
den Ort der Mittelpunkte aller Kreise aus, welche durch die Glei* 
chung 6) dargestellt sind, d. h. der Kreise, welche die Perspek- 
tiven des Ellipsoids 1) darstellen, wenn sich das Auge auf der 
Ortscurve 5) bewegt. Weil aber aus 3) und 4) 

c^K/'+O«— a«} + a«i?«=:Ä2{(/'+0*-a«|, 

so wird q=g und r bleibt unbestimmt. Daraus folgt, dass der ; 
Ort der Mittelpunkte aller perspektivischen Kreise, welche M 
der Bewegung des Auges auf der Curve 5) erzeugt werden, eine 1 
Gerade ist, oeren F'usspunkt im Durchschnitte der Acbse 26 des ^ 
gegebenen Ellipsoids 1) mit der Basis liegt und die auf letzterer I 
senkrecht steht I 
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Beitragr zur analytischeii Oeometrie. 

Von dem 

Herrn Professor Doctor H. Braun 

' zu Odessa. 



$. 1. In allen Lehrbüchern der analytischen Geometrie ver- 
misse ich einen Lehrsatz, der miT, in Beaciefaang auf die Bestim- 
mane der .Linien zweiter Ordunng durch gegebene Punkte > von 
Wcntigkeit zu sein scheint. ~r Nur ein bipson derer Fall desselben, 
der Gleichbng dieser Linien bezogen auf ihre conjugirten Durch- 
messer entsprechend, wird gewöhnlich und auch dieser unvoll- 
stSndig abgehandelt 

Der atigemeine Lehrsatz ist folgender: 

Ein Punkt (^', y') liegt ausserhalb oder innerhalb der Linie 
zweiter Ordnung 

y« + 2Äary -^ Cx*+2Dy + 2Ex + F=0 (l) 

l) wenn sie eine Ellipse oder Parabel vorstellt» je nachdem: . 

y*-h2Äa:y + Gir'«+2Z>y'-h2JBa?'+F^0 ist; 

9) . wenih sie eine Bjperbel vorstellt und 

a) wetin derjenige Durchmesser, welcher dem der Ordinaten- 
achse parallelen Durchmesser conjugirt ist,- die Hypeirbel 
schneiciet, je. nachdem: 

b) wenn dagegen dieser DurchBams^r die I{yperbel,:nipbt 
schneidet, je nachdem: 



>• 



s 



\ ■ 



y»+^Äary+e»'«+^ZJy'+2JS?a;'+f$0 Ist. 



. I 



Beweis. Es sei 

■ 

' .r y=:ax+6 (2) 



tu 

die Gleichmig einer beliebigen Geraden, so ist diese eine Tangente 
der Linie (1), wenn folgende Bedingungsgleicbnng Statt findet: 

(i5«— O 6« +2 (i; — Ä/>) «6 + (P« — 20 o* 
+2(ÄJB— CZ>)6+2(Z)£-jBF)a + £?— CF = 0, 

oder wenn: ^ 

«6« + '2ßab +f >42»+ 2sa+(p = (3) 

isl>..^HPfjidfliK »a|t de». Kflraa halbT 

m-C=itt, E—BD=ß,Lfl-F=iy, BE—CD=zd, 

., DE^BFz^t, ]^—CF=:ip . (4) 

.<..kj(<. I...- ; '•l-->» 

gesetzt hat. 

Woraus umgekehrt durch leichte Umformungen sich folgende 
Gleichungen ergeben: 

I 

reht nun die Gerade (2) durch den Punkt (x', .yO» 80 i«t 
= — oar' + y und es rerwandelt sich (3) in 

■■•... . ■• ...••.. 

Wir erhalten somit reeUe .oder imaginäre Werthe für a; durch 
(af, yO'sind Tari^öttÄ'niSgKch oder nicht; C^'ry^iiögt ÄusBe^ 
halb oder innerhalb der Linie zweiter Ordnung; je nachdem: 

oder entlriekelt« Je; »acbdem! . : . . . ,ii ' 

#tiaUbh^/W^|äai'-d;6i''Glölcln^ . '> ';> -' 

1. Für die Ellipse und Parabel ist aber ß^ — ay immer >0| 
0<nnit (ßf,^) aossernalb oder innerhalb» je nachdem: 



Geht 
b 



'Ai 



■■I'- j 
y« + 2Bafy' + Cr'» + 2J0y' + 2Ex' + F ^ Ist. 



tu 



. '.'J 



l2..iEirildie Hjmrbel^ist |M-^«7>*, weiini (Ue; Hyperbel die 
Gerade y + Bx+Bs:iQ. scfaBfidei^.iiiDd daoa lici[iptr<a;VJO t^asec- 
halb oder innerhalb « je nachdem: 



.'- l • ^ 



y« + 2Äry + Cr« + 2Dy'+ ^x + F^ ist 

•! . i'. if ■■■.:!l'i ;• •« • ., , .. ;^ -■,-•: : •••.-. ^n .'■ '■. . .1. 

S<«lnei«a;aber Ae Hyperbel die Oerade-f 4^ £jir^ iD:rrr« hioblj 
fl« M /^^«)^<0, «ad dann findet der umj^efteMie Fäll' Statt; 



:':.,■ ''. '< :. :, . M". < ■'»■' 



■ ■ \ • a 



: ' I . : . . ■ ■. ' . . : ; - . j • . : i ■■.';• ■ • ■,' " ■ ••.•># ' ;■ I • • i . 

§. 2. Zweiter Beweis. Die Linie §: 1. (I)^. ,qi^(;r^y)q=;()y 
tteilt die Ebene in zwei Theiie > so dass fär alle Punkte des einen 
Theils 9(0:9 y)<0,. für alfe Pualfted^ andem 9(^>y)>0 ist- 

Mit Hülfe dieses leicht zu erweisenden Satzes ^erhalten wiir 
folgenden einfachen Beweis. 

Es sei y=a2:.;dlen6l^chüntt'^Aet darcih den Anfangspunkt 
gehenden geraden Linie/ so ist diese eine, Tangente, wenn 



■ '# " ■ ■ ■ ■ » . ' t • > _ ■ • . 



- • ■ •. • • 
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ir'jcMKdlt^ sämit reellje od€r . imaginäre WerAe für a], d. ti, 
d^rliitfiniiJ^pupSct Begt ausäeillaA ödei* innerhalb der. L^nie' zwei- 
irdrdnutt^, je n&tfhdeitt '• 



)-. i. .' . ■■■ . i. .. !. -■ - '! 



I • ■ 



ist, d. h. je nachdem 



--; ^ 



i^, somit auch je^er üfidere Piki^t (^,~y) auiäeleliiaib oder iiiner- 
Ub, je nachdem 

§4<8i'!Q5 ergeben skb nu« aocH dre folg^eiidto» besenjeren 
nOet ..•;•"=. 1 ' '' '..'.• .'■ ' . \': ■■.'•■ « ^ 

"' li^ts W >^»+fi2i:*->»«^(if'dle^G^^^ EHips^i 

kernen auf conjugirte Durchmesser , pder a^±2a6%-^ 6^i:^==0 
die Gleichung derselb(ni , bezogen !äMf "erneil- Durchmesser und die 
Tansente im Scheitel, so.l,ieg:t ein Punkt Cx\ vO ausserhalb o^er 
»n^kHiV'fe''lJd^^ . " " 

' ::-i . .1.' *?.•.* . n. : : ; ■■ • "i'. '. T*~i\.-.- ■• ' ■'.: 

aV* +***'*- «^^'*'^0 ist; 
im zweiten Fälle r * ^^ 

aV*±2«AV + <»y«^0 ist. 

1 



;>')«r.»-::: 
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. a. : Es sei ^-f 2»jr=0 die Gleichung einer Parabd, so liegt 
(x 9 y') ausserhalb oaer inoerhalb, je nachdem ! 

y«+2pj?'^0 ist. 

3. Es sei a«^*— 6*a:* + a*6*=0 die Gleichung einer Hyper^ 
bei, bezogen auf ihre conjugirten Durchmesser» oder tay+2«K*' 
— 6^;r2=0 die Gleichung derselben» bezogen auf euien Durchmes- 
ser und die Tangente im Scheitel (wo in beiden Fällen der zur 
Abscissenachse genommene Durchmesser die Curve schneidet)» so 
liegt ein Punkt [x » y) ausserhalb oder innerhalb» je nachdem im 
ersten Falle: 

i 

a«y'«_ftV«+a«62^0 Ist, 
im zweiten Falle: • . 

■X 

aV+2aÄV— 6»j;'*^0 ist. 

4. Es sei b^y^—a^x^'r-a%^=0 die Gleichung einer Hyper- 
bel belogen auf conju.^irte Durchmesser; oder 6*^* — a^x^-^itrbx 
-^2a%^z=z0 die Gleichung derselben bezogen. auf einen . .]^rcb- 
messer und auf eine durcii den Scheitel dieses Durchmessen 
dem conjugirten Durchmesser parallel laufende Gerade (uro b 
beiden Fällen der zur Abscissenachse genommene Durchmiesser 
die Curve nicht schneidet)» so liegt ein Punkt (x, y) ausserhalb 
oder innerhalb» je nachdem im ersten Falle 

^2y2_a2-i,'2_fl242<o ist, 
im zweiten Falle 

AY2_«^^2_2a«&i:'-2a«*«^0 Ut. . 

Anmerkung. Alle diese besondem Fälle lassen «aich ein- 
zeln» selbst ohne Anwendung der Tangentengleichung beweiseiii 
und dann erhalten wir leicht durch Verwandlung der Coordinatea' 
einen dritten indirecten Beweis des allgemeinen Lehrsatzes. 

§. 4. Wenn in der allgemeinen Gleichung die Goöfficientea 
von y^ und a?^=:0 sind, d. h. wenn sie eine Hyperbel voDstdlti 
deren^ Asymptoten den Coordinatenachsen parallel sind » und also 
auf die Form 



gebracht werden kann, so ist es nothig, die Untersnchuns viqja 
neuem anzustellen. Es ergiebt sich dann leicht, dass ein Punkt 
(^« y') ausserhalb oder innerhalb liegt, je nachdem 

(F-£/>)(a;y+/>y+£a;' + F)^Oist , . ..., , 

Ist also: '1 

xy^F—fi ' 



tS7 



die GleichUDg eioer. Hyperbel» besoseo auf ilife AsymptoteD, so 
liegt ein Ponkt (x'f $') aue^erlialb oder innerhalb, je nachdem 

: : F(a:'ff' + F)^0 ist 

Liefet die Hyperbel im ersten und dritten der von den Asymptoten 
tebildeten ätrheüelwinkely so ist F eine negativa- Grösse, sonnt 
[sf, ff) ausserhalb oder innerhalb« je nachdem 



.1* ' !■! 



«y+F^o ut. 



Liegt die Hyperbel im zweiten und vierten der von denAsympto- 
toi gebildeten Scheitelwinkel, so ist F eine positive Grosse und 
(x\ ff) ausserhalb oder innerhalb, je nachdem. - : '., . 



a:y + F^O ist. 



" ■ ■ i. • ' ■ 



\ IM : J' I-»: .It ...... . :. \ . ■ : . 

i ' •. ' 

F {. 5. Anwendung des Lehrsatzes §• 1. auf eine he- 
[ fondere Aufgabe. ' . . * 

Aufgabe. In einer Ebene sind fiinf Punkte gegeben, von 
denen keine drei in einer Geraden liegen. — Die Art der Linie 
zweiter Ordnung zu jbe^timmen^ welche dyrch die fiipf Punkte be- 
■, schrieben werden kann. 

i Wir klinnen bekannter Maassen 

I lis die Gleichung aller Linien zweiter Ordnung, welche durch 
( vier gegebene Punkte gehen, betrachten, weiin wir C, D, E, F 
\ eMstant, B allein veränderlich annehmen. > 

r ' :' "Wir erhalten somit filr diejenige Linie zweiter Ordnung, welche 
^:: uich durdh den fllnften Punkt (x\y) geht, zur Bestimmung von ^ 
■ fa Gleichung: 

f ^=-' 25y -• . • 

I Ss ist also, auch :- 

_, ■ ^ ■ (3^«+ Ge'* + iDy'+2Ex' + ^y ~,4ry C . 
... «=.^- V=~~~ I^i~ -• 

I I ' f . ■ * ■ ■ ' %■ •* t • I » t 

t 

^ Diei verlangte Curye ist somit eine Eljlipse, Hyperbel oder.Para- 
^ kä, je nachdem der Zähler dieses Ausdrucks < oder > oder =;=0 ist. 

"Wir erhalten insbesondere als Gleichungen der beiden durch 
die vier ersten Punkte gehenden Parabeln : 



\ 
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Der Punkt (o:^, «^ ließtssöiut ausserhalb; innerhalb oder auf der 
ersten Parabel, je nachdem 



'•'■;• '■,!'. • ■ ■ I ■ 



,■»•. »^ 



ausserhalb, innerhalb oder auf ^er zwßiten Parabel, je Dachdem 

• -— ' ■ ■ . . 

Es liegt also endlich: ^(ji^, y^ J - • •». • 

1) ausserhalb beider Parabeln oder innerhalb beider, wenn: 

und dann «>0; 

2) (^% i^O ausserhalb der einen , innerhalb der andern Para- 
bel, wenn . . . 

' : '. und dann « <flij . ' '' , 

■!!»-■"•■-■•>■ ■■ '♦ ' '■ " . . : « ... . ■ ' ■ ■ 

, ., .f ... , 

' 3> (a:',^') auf einer der Parabeltf', wenn 

up^d dann,f|f=:0. 

* • ■■ ■ ■ \, ■ * ■ . 

Sojnit erbalt^n wir folgende Auflüsung« ., • 

'\ ., Unter .'den' fünf Punkten lassen sich immer vier ansiv 
von denen jeder ausserhaib des voö 'den drer andern gdbildetw 
Ehre^iecJks lie^:,-^ Es sei dieses geschehen und. maq^ )>ese|ireibe 
durch sölclie yier Punkte zwei Patabefn, was immer mogKc^.jj^ 
(siehe den föi^'en den Paragraphen). ' .,.,.-.! .,jj, 

Liest nun der fünfte Punkt in einer dieser Parabeln selbst, 
so ist diese Pairkbler die Linie -zweiter Ordhi^ns, welche sich durch 
alle fiinf Punkte beschreiben lässt Liegt der' Punkt innerhalb 
beider Parabeln oder ausserhalb beider, so ist die Linie zweiter 
Ordnung eine Hyperbel. Ist er dagegen innerhaUbi:der"eineifriui4 
ausserhalb der andern befindlich, so hegt er mit den vier fibriges 
in einetf^EHipiie. - • 

§.6. Das L Capifet des III. Abschnitts im Barycentri- 
schAU Calciil von Moebius (B.estimmung eines Keseli 
«dhäifÜ .db^K ij^eigebene; Punkte): enthält itukder. ^eü/t'jm 
ttbWnoiiU' einen IJ^ri^atzi Der Tollstähdigkelt häHrer gebe^ 
IWBfaaiBihietoeA rein a*alvtki€hed/B#w^i0 däkKslben, iob^eidi er 
vom Lehrsätze §. 1. unaUhänf^ ist: > : ' v.'i 



.. . r ■ ^ 

•■.'',., •■ ■• -I!. 



ttf 

Lehrsatz. Haben- ctter* Piuktt» |iilM€iner Ebene eine solche 
I'*^ S^QD einander, dass jeder derselben ausserhalb des Drei- 
ecks, welches die drei andern bilden, befindlich ift^tj. .so.jaf(s.ei^ 
flieh durch sie sowohl Ellipsen als Hyperbeln'iind zwei' verachte- , 
dene Parabeln beschreil)pn. 

Liegt aber einer der vier Punkte innierhalb des von den drei 
ind^liit gebildeten Dreiecks.. iiH' .können durch sie weder Ellipsen 
ifaji;Pä^jbln IFy^ttBfefo'i^miift^ 

y^+2Büff+Cx^ + 2Dy^ 2Ea:+ F=0 

' fie all^emette GTei^hung einer'Linie zweiter Ordnung. Die Coor- 
^ dhiaten des Punktes O==0»0; -des Puhktes!>M=a,0; des Punk- 
r (es N=0,b. OM die Axe der x, und zwar der positive Tfaeil 
I deisell^ep,, ß\pn^Qt OSf dur p^itivf.Theili.del^iAi^hl^Q.iier y*, so 

crhSlt man (wegen folgender JBedipguiig/sgl^ichiyif gen F=0, E=z — ^-» 



A= — gr) als Gleichung einer durch die drei Punkte O, M, N 
1ie8durMofeefl\Liiift6;zweiter' Ordnung': '" 



\ Soll nfiK die^I^nie|?Ew4iter' Ordnung noidh'difrch didn'Puriktl^^',y) 

r gdien, so erhalten wii^ fglgend^ Bedin^qnj^sgleichung : 

t ' •■•' I f") .ti .!» . ■. .-. - ■ I ■.. ' j ■. 1 1/ . i'i «.I i.;.'.-.! 

|- ■ . <;.■■ ■.<..,..7T J.ar^— iiT.ar'(«!;-ro). . "— V <. '\ , ■! ! . 



^^ Oiher reelle Werthe für B, wenn M+ji^O, wenn wir der 
Kfcie halber 

Mzen« . 

Liegt der Punkt P im Winkel NOP oder in seinem Scheitel 

«iikel^ 80 ist ^>0; liegt er ausserhalb dieser Winkel, so ist 

\ tiltfA der Punkt P links von NM (deren Gleichung ay-{-bx 
i — 6a=0 ist), so ist 
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if 



A^gt .er rethtH , so ist 



ay + bx' — ba > 0. 

• ' - - j - • ■ 

Bezeichnen wir nun (wie in Taf. III. Fig. 2.) die sieben Thieilo 
der Ebene 9 in welche sie durch Oilf, 02V, NM und ihre V^ 
Ifingerungen getheiit wird^ durch I., IL , .... VII., so ergiebt'sich. 



1) wenn P in I. oder IL liegt, ^.>0 ) 

nnAa^'+ba:'-^ba<gOi8ti 

2). wenn P in III. oder IV. liegt, ^ <0 

und a^+baf'-ba'^Oist] 



also M<,0 ist:. 






>.'.|. 



also ilf <0 ist " -** 



3) wenn Pin V.Oder VI. Hegt. ^<0 ^^ „^^ ^ 

, 4) wenn P in VII. liegt, | > ^y^ g,^Q .^ 

ay+baf'-ba^O ist; 

Liegt also P in L, IL, III., IV., so erhält man nur reelle 
Werthe für B, wenn a>0 (> — üf ist), d. h. durch die vier 
Punkte lassen sich nur Hyperbeln legen. 

Liegt P in V., VI., VII-, so giebt es Werthe von a<0, 
=0, >0, för die ß reell ist, d. h. ourch die vier Punkte lassen 
sich sowohl Ellipsen, als Parabeln und H3rperbeln legen. 

Ist a=:0, so erhält jB zwei bestimmte. Werthe JcVSf, 



» .' n 



1 

• » ■ 



«■ * . \...: l • 



- 1 ■ ' 



■ ■■ ■ . ": "". ^ — 
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BesehrelKinngr einig^er zn experimenla- 
len ÜBPStellunipen bei Sffentllclien 'For- 
ftftflC<eiK bestimmter Apparate. Ton J. 
€(. Crahay, Mitg^lied der Akademie 
der IV^isseiiscIiaften etc. zu Brüssel* 

Uebersetzt aus den 

nBuHetlns de I'acad^mie royale des sciences,, des 
lettres et des beaux arts de Belgique. Tome XIV. 

1" Partie. Bruxelles. 1847." 

# 

Ton 

Herrii W. Kuhse, 

Candidaten dei höheren Srhulaint« %u Greifiwald. 



Ich glaube den Schulen einen Dienst zu leisten , wenn ich dle- 
JNiiffen Apparate zur öffentlichen Kenntniss bringe« welche ich 
. Bir das Kaoinet der katholischen Universität habe anfertigen las- 
MD und die sich mir bei wiederholtem Gebrauche als nützlich be- 
wiesen haben. 

Der erste .hat den Zweck « die Dichtigkeit der in der Theorie 
[. fa Hebels aufgestellten Hauptpunkte zu bestätigen, als dasind: 
L ik Bedingungen des Gleichgewichts für die drei Arten der Hebel; 

^Verhätniss zwischen den .Intensitäten der Kräfte und der 
ge der Hebelsamie fiir jede Art; das Willkürliche in der 
r .Fonmi der Arme» indem das Gleichgewicht nur von deren in der 
|eradlinigen Entfernung des Unterstützungspunktes des Hebels 
, tOD dem Angriffspunkte der Kraft gemessenen Länge abhängig 
^ irt; endlich der Einfluss auf das statische ' Moment der Kraft, 
' Mchen die Hichtung derselben in Rücksicht auf den Hebelsarm 
i iisübt 

Der Apparat ist im Aufriss und im Grundriss in den Figuren 
Taf. ni. Fig. 3. und Fig. 4. nach dem Maassstabe von i der lvirk^chen 
6r6s«e dargestellt Der Hebel 4B.3 von Sftadl, hat 80 Centimeter 
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Länge bei einer Breite von 3 und einer Diclse.von 1 Genti 
Seine Unterstützung, in der Mitte der Länge in C angel 
besteht in einer horizontalen mit dem Hebel yerbundenei 
welche sich an ihren Enden durch Kegel von gehärtetem 
verlängert; die Spitzen dieser Kegel passen in konische ^ 
fungen, welche an den Enden von zwei eine angemessene A 
rung zulassenden Schrauben ausgebohrt sind. Der Hebel l 
sich neben einer oben auf der Säule E in einem Würfel g< 
ten rechtwinkligen Höhlung vorbei ; in die beiden massiven 
dieses Würfels sind die Schraubenmuttern ftir die die Axe i 
den Schrauben geschnitten ; di^ ^e der Schrauben ist mit 
Knopfe versehen, der sich ätif 'di^ Tordeten Seite des Ap( 




Einschnitt. aui -«er Kante ..der pe^deo Abdachungen; sia di^i 
A«RAii«nMiisäpfrtiUe iäer die^tme der Kräfte vertretendett Gfei 



Der Hebelsarm ^C: ist stsämmen^krümmt ; sein Schi 
rec|itwinkn^, a^ier seine Unge. von dei^ ^ntersWtzuncspui 
bis ^u eineqi in A D^aqdnphen IStifle, ist gen^u dieselbe, v 
dÖ-Arihfe^'ÜÄ; dltööet Stift, von djiindriSch^r Förtnl gehl 
zontal und senkreclit iu^^i «den- Hebeli • 'und'- i^t^ in der Vei 
rung der durch die obere Abdachune des Armes Cß und 
die Axe C hindurchgehenden geraden Linie darin befestig 
dient als unveränderlicher :AnfhällfruBgfipukikt des Gewicht 
welches man hier mit Hülfe eines doppelten Haken;5. auf die' 
anbringt, ^e dib Wageschalen mit den Wagebislkeü faäufi 
bunden sind. Das hintere Ende des Stiftes A läuft in eine 
aus, welche in der Gleichgewichtslage des Hebels sich ein 
deren oben an der Säule b befestigten Spitze u gegenüber 

äßn muss... -. . ..,. .'■..;. : 

'^^■^^^^^>f!^l^ ^^^ Hebels licet ein wenig tiefer« ä 
Am j[' welelve ihini zur XJnterstütznng. oicüt,* ,so! Äaips. er flnrc 
«elb^ «das ßestriebiM" hat, sich hoHZohtal' tsu «teilen. 

Der Arm CB, erstjr^clft. sich ungefähr 1»»!» übeir den z< 
Tbell^Vich ' hinäqii, djBsseii' Entfernung vom ünterstfitzutigs] 
C d^eni^ng^^d-^gleilch xstV um'vrekhe fie Axe ii'vön.d 
ben PtinVie etitJferht l^i Dieser Arm wird durch ^ihe Sd 
verlängert'!- . auf .li^elcher eine Meine kupferne Scheibe ben 
Hiti m 'defjf- S^dek hat, die horizontale Lage des Hebels zu 
feen , • wenv ' rtf ihit keinem Gewichte belastet rst ' 

..jr.;!)»»- ^'Bw^i.iQ'i,, welches die eine Kr^ft vorstellt, hä: 
difm^iAräiß ii^'.^i^itißls. eines. Bügels F, desi^en innere al 
S9WH^ f efwW^; Krü«j»ung . eenaijL in -. die EWhnitte de 
ren abgedachten Fläche eingreift Die Taf. Hl. Fig. 3,: 
diesem Hügel pnd . den HebßC &n welchen .er sich genaa i 
!f!*?fey ,^ ttMlgKfen Grösse und in einer auf der Länge des 1 
MMmpeKfM^febMd Aar? der seiUiehe Ausschnitt. 6r hat ein 
■l^gKlil»' BMt^'; nk taber di^ die Verlängerung des Hebe 
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alte Hatcen, welcher zum Aufhnngen der M»sse P dient, näd 
itHiM"div'8t;hDiir, itnnier als zum Stifte A -detr Hfebels geKSrig, 
M fejgIMi &ls ein.Theil desselben anzuseben.'. Die Masse ,P!1st 
tf^iefi hesthnnit, ab Kraft an dein Arm« CB: ^y' aleneiij 'nud 
^' ätv .i)im Scbmic 8Q8g«bakt werden; dl» 'HasBfi Q M 'ab- 
JVlftdttlieli' mit ^r ihrigen terlniuden. '.' i ' \ 

■ iIfio.'lÄntaie MG uad JK, voii MesHing oder Von Hola, wer- 
m:m die hiaterea FUcNen:der Wariel, weiche «fiefifatien £and 
j.fiberra^eu.; -inittBlo cj'l in drischer Z&pfeo befestigt, 'welcfae p^ 
llU-iina beai6falinffsvreise mit der Cuteistützungsiue. C deis aü' 
nlt Med aät der Ax* der Itegelfitrniigen Spitze a eofacentriscli 
iäÄ. Sie ifc&BneR sich um diese. ZiipTea. drehen und dabei mit 
■Ar ödä' weniger Keibung mittris der 'SchcMibeiHnDttero X imd 
V festgestellt werden; Die. Mitte Ipiudcte der kreisCüTtaniBenljüchce; 
Imcfa welche die Zapfen Hindu rcn geben, liegen in den gerAdeb 
^e«,. welche die eine der Seiten jedes Löneals bijden. Tf ist 
Hin . ^inkelcecfat auf das grosse Lineal aul'gescfaobeBe Mebw 
ilfii|i&e\i welche in verscliiedenea EntfernuDgen ron.dJesisep tfi'A: 
«Ipuditfl, mittels einer Presse;chraubc^ auf demselben befestiat werr 
lea kann, die in eine das grosse Lineal 4>irGbla|t(en4e RiUe eünr 
päft Der Zweck dieser Klemme ist, das Lineal ^G senkrecht 
tkt'^f stiren zu helfen. Dieses letztere dient doinr die Kraft 
Pnnter feinem mit der Geraden AC des Hebels'segelieneta'Wiii- 
M' trHcen zn- lassen; zu dem Ende stellt man das 'Lineal unter 
Bmcu Winkel fest und lässt die Schnur, welche die Masse P 
ilfi, über die LeitnngeroUe.O geben. Dot Halter dieser Rolle 
-^ -^ ' ' • •.. ■ ■ " n ...: t. ■■ y^, wefchen 

n,' damit die 

, . __ , des Lineals, 

. Mittelpunkt «geht, mag' ^nn die Kraft nach 

nr Anveenqeite hin flfaerlragen sein, wie es die Figur zeigt, oder 
ttch '^en bin abgelenkt werdet] -, desshalb ist der Halter auf der 
IbterseitB mit 'etnem Stift*, versehen, welcher ddrch einen Aus- 
Anitt Im Lineale hindurchgeht; die Länge 'jiesies AusschmtVeB 
JMimmt die fiussersten Lagen der Rolle. Beide Lineale JTCriind 
K 'sind -votI Ihren Drefaungsmlttelpunkten aus In'.elien SOffche 
jkhifa« 'i;iteife''getbeilt, wie Sßi Arm CB des HcbelS. 

I' Eia pilstMßschflr^.Stab r, woo HetaU etter Tvd-iÜlzv «eüt 
tooh idra Wulfe! «bm twf dcc SSnle S,. .w«lcb» die Skale E, 
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Der nrae Apparat Ist durch die Fusuren Tat IV. fig, L SLi 
in Grund' «nd Aufriiss und Ton der Seifte, in i der wMdiclM 
GdiMe dargeatellt Wie in s' Grävesande's MasclNBtt: wü 
der Keil dordi zn-ei rechhvinlsli^ Piatlen mit parallelem- Obei 
Hfidieii CA and CB prebildet, weldie in /* diirdi ein ScharMa 
veriianden «nd nnd unter einem gegebenen Winkel ACB aniMli 
eine» metallenen Bogen« DE von einander gehalten werden kAi 
nen, der darch beide Platten gegen deren obere Enden za Undnrah 
«ht, wo Preasechranlien ihn fefxtstelien. Eine Wanchale^ ai 
ocfanGren befestigt und in der Mitte des Scharniers &aagelifeM 
dient zur Aufnahme der Geivichte. welche, mit den der Waft 
schale und des Keils selbf^t, die Kraft R vorstellen, deren RmE 
tung den Winkel des Keiles iu zwei gleiche Theile theilt und dli 
den Keil z^vischen die beiden Heninisse F, f7 einzudrängen sucht 
Diese setzen ihrem Entfernen von einander in horizontaler Ifich 
tung einen W^iderstand entgegen, den ich mit P bezeichnen wiR. 
Es handelt sich darum, zu ben eisen, dass in dem vorliegendei 
Falle die Intensitäten der KraDe R und P sich zu einander yer« 
halten 5 wie die Breite AB zur Hohe 677 des Keils. 

m 

Um die Reihung des Keils gegen di# Hemmnisse F, €F 
vermindern, habe ich gleichfalls diese letzteren als hölzerne Cyll 
dier angebracht und dieselben, um ein Ausgleiten des KeHs n 
der Seite hinzu verhindern, mit Handleisten versehen, apjcnd« 
dass filr den Keil hinreichender Spielraum Ideibt. Cm aiisa^rilMi 
die Zahl der BeWihningspunkte zu vermindern, lehnen sich 'Hie 
KeilflÜchen an zwei auf der Oberfläche jedes Cyiinders als abge- 
rundete Vorspränge gelassene Kingc. 




AA, AA ßmA zwei durch die Unterlagen BB, BB in paralleler imd 1n«|U 
sonlaier Lage erhaltcue Ilöl2er, an deren inneren Seiten MelalUlreifen CCj-'C?^ 
antiegeu, und so, das» sie über .dieselben euvas iierrorragen« Zwiach|ta 
ihnen können sich zwei Cylindor Et £ auf dünnen, stählernen, beiderseiU 
etwas hervorragenden Azcn bewegen. Die Cy linder haben an ihren Griui^ 
üäclien überragende Känder, und simf daselbst zur Vermeidung der Reilmaa 
mit den Meiallsireiren an ibrer Ausscnseite etwas couTex gearbeitet. In der 
IViille jedes der IlüJzer AA befinden sich zwei Rullen d, d uahe bei einante, 
AO dass sie sich fast berüliren, deren obere Ränder über den Hölzern AA 
eben so weit herYorslelren, wie die oberen Ränder der MetalLiti«i^ CC, 
Um die Rollen dj d auT der ciiieu Seite des Apparates wird eine' lä^hnnr 
gelegt, in dcreU Mitte ein Gewicht P angehänj>t, nnd deren Endeä «iL j^ 
einer Aze eines Qylindcrs mittels eines kleinen Metallblechea hefeali^«, 1a 
Aiesem letzteren i^t nämlich ein I^och, durch welches man die Aze 'hidfalA- 
gehen lä/wt. Gaui ohenso ist auch traf der anderen Seite des Apparält» J^ 
Gewicht P angebradiL Dnrch die Gewichic /*, P also, wenn dieee: fitiA 
eind, worden die Uyliadcr in horizunialcr Bewegung und mit pkiraUql : Üldp 
benden Azen einander nahe gebracht. Der Kell zwischen den beiden CyM^ 
dern besiebt .aus cwoi JloUplatlen f , F, die unter einem belielifgeB V^ff^ 
kcl fesigestellt werden können. Die den Keil niedertreibende Kräh Sirlrd 
durch das Gewicht .1/ dargeslellt. 

Nach Crahay'a im Obijgen enthaltenen Angabe^ rnnatte dier eanie 
Apparat nur Anstellung von YcrNuchen in Schnüren aufgehängt, odfr iOHt 
auf irgeud eine Weise so aurgestelli werden , dass der Keil nnd dlt Qa* 
Wichte hinrcicJiendcn Spielraum zur Bewegung hatten. 
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Die. oMtelleneb Zapfen d«r'0^linHer Ufiem aii jedMi'R»d*tbi 
Hm tim g platten^ dereD zn-ej man in J und K sielit. Diwe PJatteöi 
iprtattwi Scbofiren aufgehängt eu werden, wie in 'sUravetsii'- 
4a-'« ÜMdiine, sind oben ni) zwei Gestellen L, 'M bef««tigtt gp 
■fcwHch", diw die Axen der beiden. Cylinder Hntec «ch |iaridtfH 
«idJo «inier Harisontalebene liegen. Jede» der Ge»teUe h, M 
W:«!» nrel Streben L, L' und 33, St' gebildet, welche,- ^n 

~~~' "' ^'- geneigt, nach nnten hin dHrcb die Pdss- 

nach <il>en hin durch die Zwitchenstäbe If, 
len Hind, dass sie eine nnTeränderJiche F«cin 
i M ist durch seine Fussplatle ]&"■ mit dem 
en, du« andere, L, ist um eine hortzonÜ0 
:he durch die Platte hindurchgeht ^nd ans 
die in metallenen, ganz in den Fuss T ein- 
len. Dadurch iet es mOglidi, den Cylioder 
3e (üreDze deoi rytinder G zu nShero und 
m. Die beiden Platten J, J' , irelcbe die 
F tragen, sind mit kleinen Ausläufern rer- 
ifire befestigt irerden. Diese laufen horizon- 
•n, welche auf der einen und der anderen 
K, K' Af.6 Geatellea itf festeiud, und gehen 
Eur Aubiahme ider -beiden Enden eines iwri- 
in dessen Mitte et« Gewicht angebiacfaf 
it in Verhindung mit dem Gewichte dea Sto- 
welcbe dem durch die KraQ des Keils vei> 
er beiden Cylinder entgegenwirkt, 
t nicht beeinträchtigt werde durch die Net 
[<,, sich nach 9J oder nach der entcegeifg^ 
rerrflcken, halien die Zapfen t, P solche 
eses Gestell, gleichwie das andere in ?erti- 
lit ist, die Richtung sernes Schweipunktes 
durchgeht, so daSe alsdann keine Neigung 
nden ist. Diese vertikale Stet]nng wird mircB 
;t, dessen Faden an seinem £nde in der 
tabes L"" befestigt ist, und dessen Spitze 
'ussiilatte L' anperoertten Punkte zum tln- 
Man gelangt tiahin, dieser Bedingung-^e- 
I man den Keil mehr oder weniger ^wtscb^ 
^nsenkt, während die Wagschale mit eln^ 
üthigen Gewichte belastet wird. 
Ewischen den b^deu KeilSScbeo» od«i .vinji: 
zwischen der BJibe.Cä und id«rißmte A&i 
Pezißhug zwischen den Kiä&en JP \taa.,t( 
btigen, ist nichts bequemer, als fkh>bi>Uei;>^ 
'lattea zu bedienen, von . der' F^rm gieich- 
, .deren GrundaeÜe un^l Höbe in den W' 
edisgungen des Gleichgewitlhtes festgeatejlt^f 
imeii sind (Taf IV. Fig. 4.) Man stellt die eine 
I Flächen des Keils, und wenn diese dann unter 
1 Whtfcel <l.«rPlatte angeordnet «ind, .«teilt man sie dnrdi Drohung 
pMMivdiraabän 'bei A und bei B fest; darauf nii^mt nian diti 
iB^'inpäex ^kg. Ist dies geschehen, so stellt man den Kell 
Jeheu die beiden Cylinder F, G, belastet die Wagscfaale iü-.; 
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g«benen Verfioderiiiiir nieioe Zuflucht nahm, aber wekhe ich noch i 
dolgeai Nfihere mitzutheilen für iioth wendig halte« 

Das Crjeßisp mit beweglichem Boden ist von Bachsbaum , in- ' 
wendig lakirt, nm da» Anhängen des QuecksilbeTS zu vermeiden. 
Eb bat/nach oben hin eine Oeffnune, in welche man eine Dille» 
{A»icKfalls ans Buchsbauni, mittels ocbrauben einfilgt; ein Leder- - 
ring, zwischen dns Gefjfss und eine Einfassung der Dille gelegt^ 
vWrnkIstündigt den Verschluss; die Dille ist von einem vernkakn 
Kanäle duiichbohrt, welcher sich nach oben in Form eines ziem-' 
Dich kegelfiinfeiigen Flaschenhalses erweitert. In diesen' Hals nun- 
:. dittekt man den Korkstr>psel hinein, durch welchen die Verlange-, 
, niBj|( , der weiten Rohre hindurchgeht; diese verengert sich in 
I ihKsni Durchmesser von da an , wo sie mit der Seitenrohre zusam- 
• nengelothet ist Das Ganze wird mittels eines Lederstfiekes in 
^ n^^ier Lage erhalten, welches man um die Röhre und um die an 
: ilirer Aossenselte gekehlte Dille windet. Der vcrengerjte Theli 
r. d^ weiten Rölire ist von der Länire, dass er durch die Dille 
f^fu und gar .hindurchgeht und in das Innere des Gefösses bin-, 
wiragty dessen Quecksilber nirgend anders als durch die Röhre 
i^ Ausweg hat. 

='" Um den Apparat zum Experimentiren in Stand zu sebsen» 
liss man alle Feuchtigkeit, weiche sich in den Röhren finden 
F^lftiiitd, austreiben; zu diesem Zwecke hebe man sie von dem' 
Ail^siBey indem man die Dille abschraubt; hat man'dann die Röh- 
iMJ leicht 'Erhitzt» so fögt man in die weite Röhre, durch die un« 
^teTO' Oeffnjimff, und last nahe an ihrem JEnde, eine Röhre von 
f ndpgerem Durchmesser ein, . verstopft den Zwisdienraum zwischen 
-; m beiden Röhren und lässt durch das eingefügte Rohr hindurch 
- flnen trocknen Luttstrom gelangen. Dieser durchläuft die weite 
^l|^re und geht durch die Seitenrühre hinaus. Alsdann verschliesst 
k.miyf jenen Zwischenraum zwischen beiden Röhren frei lassend, 
^«f obere Ende der Seitenröhre. Genöthigt, durch die untere. 
^ lang' zu geheii, nimmt der Luftstrom clienso die Feuchtigkeit 
die .sich vortinden könnte. Ist dies get^chehen, so bringt 
iWjß die Dille sogleich wieder an ihren Platz über dem das trockne 
£V!lwksilber enthaltenden Geiasse und lässt dieses in den llöhren 
|Tl|||vielgen. Indem man den Apparat gehörig neigt , ist es leicht» 
der weiten Röhre soviel Luft fortzuschaffen , als man wünscht . 
dann der Apparat die Temperatur der - umsehenden Luft an- 
nmen , so bringt man das Quecksilber in neiden Röhren auf 
ie Höhe; ferner stellt man den Massstab in der Weise fest, 
ein Ring, welcher daran in horizontaler Lage angebracht 
and welcher die weite Röhre umfasst, mit seinem unteren 
]fl das E^de der in dieser Röhre enthaltenen Quecksilber- 
fcerAhrt* : Hierauf giesst man in die Seitenröhre eine hin- 
icnde Masse derjenigen Flüssigkeit, mit der man operiren 
man erniedrigt das Niveau des Quecksilbers ein wenig unter 
ilOtbete Stelle, und erhöbt es in der Folge wieder, wenn 
IC W^ite nobre ein grösserer Thcil der Flüssigkeit eingetreten 
.'«Is sur Sättigung des Raumes nöthig ist. Der Ueberschuss 
ler-FlOBsigkeit, welcher in der Seitenföhre zurückgeblieben ist, 
d'-'danüM leicht entfernt, indem man die Quecksilbersäule 
^Dihhidbs Spiel der unteren Schraube bis zu der Oeffnung in die 
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m GicneBge. steht aater dem Drucke p^h-^-Cf. während daa ia 
m Geoieage enthalteae trockene Gas fär sich allejn diesem Druck . 
M^, vcfiDttdert uu den Druck f, fretchem der = Dunst das 
leicheevi-icht hält; es bleibt also für das Gas fbnep-f Ä-f c-— / 
9 denen Raum F. rkin wollen, wir den Raum aes tieoieiiAMi 
HTdh die Bewegung der Sehraohe, wekhe den bewegliahen Bo* 
SD unten hält/ ändern; die Lauge der QuedKsifbersäule m def 
»itenruhre wird A' geworden s^in, gerechnet von dem Niveau an 
der weiten Röhre , welches gleichfalls seine Stette verändert 
4) lindem der Raum des Gemjenges jetzt eine Anzahl F'der auC 
eser Rohre bezeicbn(*ten Theile einnimmt; wenn di^ Tempera- 
I und der atmosphärische «Druck dieselben geblieben sind, so 
ird die Luft allein im Gemenge dieses Mal einem Drucke 
'+A' + c— r^ unterworfen sein. Nun hat man nach dem Mariotte- 
meni Gesetze, welchem dai^ Gas des Gemebges fiir sich aliein 
oterworfen Ideibt: 






roraus 



f=P + C + -Yrr:jpr-r 

Jedes Paar von Beobachtungen wird den Werth der Elastici- 
St f des Dunstes liefern , und alle diese Werthe müssen gleich 
ein, wenn die Temneratur und der äussere Druck nicht geändert 
iod; der Raum wird hiebe! als beständig mit Dunst gesättigt 
orausgesetzt. . -..t. .=■:.- 

Dieser Werth von /' müsste bei Gleichheit der Temperatur der 
Jasticität gjeich sein, welche der Dunst im leeren Räume hat, 
rie es Herr'Gay-Lussac aus seinen Versuchen 'hergeleitet hat. 
Itatt dieser Gleichheit, liefert der beschriebene Apparat, eben so 
ie alle die von derselb<!n Art, für f immer einen um etwas zu 
leinen Werth. Ich habe mich dvv'ou'zu verschiedenen Malen ver- 
ichert, indem ich die Yeris^Tclie, isa viel ich allein konnte, mit 
1*8, Kleinste gehender Sorgfalt und unter Anwendung eines Kath^- 
imäi^lA, um die Hohen der Qu^ksilbein^ulen '^Ai' 'Messen i^''i^ 
teilte; ich vermengte mit der trocknen Luft bald W^asserdunst, 
ald Aikoholdunst, ' mit einem leichten Ueberschuss von Flüssig- 
eit; die Spannkraft dieser Dünste im leeren Räume ward gleicn- 
eitig mittels des Daltonschen Apparates bestimmt, welcher zur 
leite desjenigen, der das Gemenge enthielt, aüfg^stelllf war. Vor- 
er schon hatte ich versucht, das Gesetz des Herrn Gay-Lus- 
ic mit Hülfe eines Daltonschen Apparates zu bewahrheiten, 
t»sen das Gemenge einschlie^sende Röhre ia Theile von glei- 
kem.Raumijibalte eingetheilt war und weiche l)is zu verschiedenen 
lefen. in das Quecksilber, eingesenkt ward, um den Raum und 

idrfifckeDde Kraft eine Abänderung erleiden zu lassen; allein 
eriiielt beständig ßir /^ eine kleinere Grösse, als die, T^-elche 
emselben Dunste im leeren Räume angehörte. Herr' Regnaul t 
fiid-«ii ainem ähnlichen Resultate durch eine Reihe von Versuchen 
affitet^ wekbe dieser gelehrte und geschickte Beobachter mit 
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iBfitramenteD anstellte, die mit der äussersten Genauigkeit die 
Angaben zu liefern föhig waren. . Allemal sind die Unterschiede, 
welche er für die Elasticität des mit der Luft gemengten Wasser- 
danstes erhalten hat, in Vergleich mit der Spannkraft desselben 
Dunstes im leeren Räume, bei Gleichheit der Temperatur, kleiner 
als diejenigen , welche die gewöhnlich zu dieser Darstellung bei 
den öffentlichen Vorlesungen angewendeten Apparate geben. 

Ich schliesse mit der Bemerkung, dass das Instrument, wel- 
ches den Gegenstand gegenwärtiger Notiz ausmacht, auf die be- 
friedigendste Art benutzt werden kann, das Mar iotte 'sehe Ge- 
setz für die trockene Luft zu erweisen, wenn diese grösseren 
oder kleineren Druckkräften unterworfen ist, als denen oer Atmo- 
sphäre, innerhalb der durch die Länge der Seitenröhre bestimmten 
Grenzen. Beobachtet man dann an der weiten Röhre, welche nur die 
trockene Luft enthält, nach einander die Räume V und V und 
die Druckkräfte p'{-h-{-c und p-\-h' -{-Cy so muss der Relation 

F_ /? + A^ + c 

Genüge geschehen, indem die Längen A, h' mit dem positiven 
oder negativen VorzeifJien, genommen werden, jenachdem »ie 
grösser oder kleiner sind als die Länge der Quecksilbersäule ifi 
der anderen Röhre. 




Zur Recbtfertiinini^ des Pythag^oriU- 

scben üebrsatzes. 

Ton dem 

Herrn Doctor T. Wittstein zu Hannover. 



Herr Oberlehrer Koppe begleitet .in seinem LehrbuclM 
der Planimetrie und Stereometrie (zweite Aufl. 8. Ml) 
den Pythagoräischen Lehrsatz, nachdem er denselben mit 4ei( 
bekannten Euklidischen Beweise vorgetragen hat, mit folgende 
Bemerkung: 

„Wie wir den vorstehenden Lehrsatz hier vorgetragei 
haben, erscheint derselbe als ein merkwürdiges Kuasl* 



IM 

Jetzt fahrt eine Combinirang der BödingODgen (1) und (2) zo 
dem Sehliui«e der Analysis. Die Coogruenz in (2) erfprdert nftm- 
lich unter anderen, dass Winkel AEB=AGif sei; wegen des 
Parailelismns in (1) ist aber ausserdem Winkel AED^^ABG, 
folglich ABC = AG II, oder 

i«: •:.:: AGB + AGH=iR, ' ' . ■" , -.V '■■■ 

und diese Bedingung ist hinreichend, um den Punkt G^nn^.i^; 
■it das gesuchte Quadrat durch GonstrQction herzustellen. .'.::.. 

.Synthjesis.^ Man^ verlängere die tän&^ere Seite ABjAem äii*'\ 

"^ * " ^ ** ' ' üe-' 



g^benen' Rechtecks AB CD um so viel, ä)s die kfirzerie 
trftgt; also um AH=^ADj construire Ifher iff/T als Dtri'chmesser 
eirien, Halbkreis, und verlängere endlich AD^ bis sie in G dles^ 
H&lbk^eis trifft, so ist Aö die eesudite Quadratoeite, aus weV 
cliüra das Quadrat AGFE—ADCB herzustellen ist -^ (Haften whr 
den vorhin In Klammem angedeuteten zw-eiten Weg- verfolgt, «o 
^tlrde die Synthesis gelautet haben: Man verlängere die ktfrzeüft' 
Seite des gegebenen Kechtecks um so viel, als die längere Seite 
be|i^l^ u. s. w.) 

ber Beweis der Synthesis (nach der treffenden Bemerkung 
dW; Herrn Oberlehrers Itelmes *) gleichsam die RechnnngsproU 
fibr' die- Richtigkeit. des gewonnenen Resultats) ist ohne Mfibe 'aii» 
der Analysis zu filhren. Zieht man nämlich die in der Synthesis 
no(;h. nicht Yorgekommenen Linien GB, GE, DB, Dtf, 00 ist 
in Folge der Construction Winkel IIGB=R, folglich Winkel 
JfitjlIi=ABG. Ferner ist in Fol^e der Construction Dreieck 
AGH=AED, folgKcb auch Winkel AGB=AED, und dies mit 
dem Torifs^eo verbunden gibt Winkel AED = ABG, woraus folgt 
£/> 11 BG. Aus dem letzteren Grunde aber ist Dreieck DEG=DEB, 
mithin ^uch Dreieck AEG = ABD, und endlich AEFG=ABCD. 

Anmerkung. Wir haben diese Auflösung desshalb hier vo^ 
angestellt, wcilsie sich gleichsam von selbst zuerst durbietet, -ob-". 
gleich ans ihr der Pythagoräische Lehrsatz keineswegs ohne wei-' 
tores hervorspringt. Dieses werden erst die beiden folgendes 
Auflösungen leisten. 

Zweite Auflfisung (Taf. V. Fig. 3.). 

x\nalysis. Es sei ABCD das gegebene Rechteck und BD 
eine Diagonale desselben, so kommt die gegebene Aufgabe daraDf 
hinauf: „das Dreieck ABD in ein arideres zu verwandeln, io 
welchem Grundlinie und Höhe einander gleich werden." 
Man weiss nun, dass~ der Inhalt des Dreiecks ABD sich nicht 
ändert, wenn man den Eckpunkt D an irgend eine andere SteÜB 
der Linie DC verlegt, z. B. nach E, wo Dreieck ABEssABß 



der Scliiiler nicIiL einmal versteht, weil er -van Gleicliiii'it and AehnlichkiH 
iT6i Ticl späier eivrn» crführl als von Coiig^roenz. Mit mehr Grund könnlea irif 
dagegen sagen: Weil Congrneuz melir sagt; als Gieiclüieit, so siehon wir 
djrei Striche statt xweier! 

*) lahresbericht über das Gymnasinm cn Celle. 18I4. 



igt, D» - Indern» bei> dieser ' Vem»iidliioff6rinidiiiile ünd>'ffiSlM 
des Ihteieefai boch immer ihre anfängliche A^erschiedeoheit' beibe- 
halten» so lange man nämlich i4i?'al8< Grundlinie ansieht, seiwircl 
der beabsichtigte Zweck ^ nnri dadurch erreicht werden kOimeifiy 
dass man eine andere Dreieeksseite , z. B. AE, als Grundlinie» 
und mithin ^n aus ßwil'AE oder deren VeriJ^ngerung gefälltes 
Perpendikel SU als Hube des Dreiecks gelten lässt. Alsdann 
wm'die^Fordeiling, dass AE±=BH werden solle« keine^rtWider- 

Spruch in sich scnliessen« sobuld nur, da stet». AE/!^ 4jb und 
H<,AB ist, AB als die längere und ^D al|i die kürzere Seite 
des gegebenen .Rechtecks ABCD vorausgesetzt worden' war. 

• Es werde demnach die Aufgabe als gelDst angeiiom- 
meo» nnd das Dreieck ABE, dessen Seite AB mit der »ngeren 
Seite des gegebenen Il;echtecks zusammenfallt, sei das gebuchte, 
hl welchem mithin die Grundlinie AE der Höhe BH gleich ist. 
Um 'aus- dieser Bedingung AE=zBH weitere Schißsse machen zu 
kennen , suchen wir, dem Geiste der geometrischen Anatysis ge- 
mäss, die- beiden gleichen Linien' AlT und BH in congruente 
Dreiecke zu bringen, mit möglichst geringer Zuziehung fremd- 
artiger Hülfslinien. Dazu nieten sich zwei Wege, nämlich maii 
kattn entweder Aber AE ein dem Dreieck BIIA congruentes, oder 
^ber- HB ein dem Dreieck AED congruentes Dreieck bersteilen« 
Wir wählen den ersten Weg (obgleich auch der zweite zum Ziele 
iUireii wOrde)i und legen an AE=iBH denWiakel AEKzsBHA, 
and da man von selbst schon hat Winkel EAK^HBAy so', wird 

AEK^BHA. 

"■•-... . ■ ■ . . ■ ■ ' 

Diese Gongraens schKemt aber weiter die Bedingung' '^ 

AK=zAB ■■ 

I ■ * ■ ■ 

b sich , und da man letztere jederzeit selbstständig herzustellen 
fan Stande ist, so hat man damit alle Erfordernisse zur €oiistruc- 
tion des Dreiecks AlEK und folglich zur Aufündung des Punktes 
£ beisammen. 

Synthesis. Man verlängere die kürzere Seite AD des ge^ 

5 ebenen Rechtecks ABCD über D hinaus, bis AK==AB gewor- 
en ist, und construire über AK als Durchmesser einen Halbkreis, 
welcher die Seite DC in E schneidet, so ist AE die gesuchte 
Quadratseite, also das über AE construirte Quadrat AEFG 
^ABCD. , 

Zum Beweise der Synthesis -ziehe man noch KE und mit 
üir die Parallele BH, welche die Linie AE oder deren Verlän- 
gerung in H trifft. Alsdann erkennt man leicht die Congruenz der 
Dreiecke AEK und BHA, folglich ist AE=zBH, und da ausser- 
dem in Folge der Construction AE=FE, so hat man auch 
BH=FE, und das Dreieck AEB ist die Hälfte des Quadrats 
AEFG über derselben Grundlinie AE. Zugleich ist aber auch 
das Dreieck AEB die HäJflte des Rechtecks ABCD über dersel- 
ben Grundlinie AB, folglich endlich AEFG=ABCD. 

Folgerung. Es liegt nahe, das durch BAK angedeutete 
Quadrat BAKL zu vervollständigen ; wendet man aber^ auf das 



4Xädiir(ih hinznkamniefide Recfateek CßK'L die vwigeSytitlKMis .«n, 
«o: flüdet man KE als di« Sehe, deegeoif^ ' Quadrat»» : w/AÄt» 
diesem Rechteck gleich ist» wojraus' soilann der- Pythego- 
jrftiBche Lehrsatz «hne M«he hervorgeht. 

Dritte Aufltifeung (Taf. V. Fig. 4.) 

■ 

Analysis* Wenn man vrie in der Torigen Anflosang dirarf 
ausgeht, fvir das Dreieck ABD ein gleiches ABE an die Stelle 
tsa setzen. In welchem die als Grundlinie betrachtete Seile AB 
der ängehor'menr Hohe gleich wird, so ist es nicht nothweodig, 
Aem Punkt. jb in ^cr Seite DC selbst Anzunehmen, sondern der- 
selbe kann auch in der Verläng-erung von DC aufgeetsckt werden. 
£s sei demnach — die Aufgabe- als geeist angenommen. — ÄßE 
das gesuchte Dreieck, wo E. in der Verlängerung von CD Jiege^ 
80 wird das Kriterium för die Bichtigkeit dieses Dreiecks darin 
liestehen, dass das aus B auf die Verlängerung von AE gefaltte 
Porpendikel Bff der Grundlinie AE gleich sei. TTm diese JBedin- 
gung festhalten zu kennen, suchen wir^ ganz wie frülier» die 
beiaen gleichen Linien AE und BH in congruente Dreiecke zn 
faiingea. Wir wählen dazu unter 'den . beiden möglichen F$Ueo, 
die. wir hier nicht weiter anzeigen wollen, denjenigen ais, wo 
mir über AE das Dreieck AEK^BHA construinen;.'»Br He^ 
ataHung diesles Dreiecks '^^EAC-fiind. sodann sämmtlicbe Bediognn- 
gen in der gegebenen Aufgäbe enthalten. 

Synthesis. Man verlängere die. kürzere Seite AD des ge- 
gebenen Rechtecks ABCD über D hinaus, bis AK=AB gewor- 
aeq ist, und construire über JIAl «ils Durchmesser einen Halbkreiti ' 
welcher die Verlängerung der Seite DC in E schneidet» so 
ist AE die gesuchte QuadriUseite , also das über AE construirte 
Quadrat AEFG=ABCD. 

Dieig»e Synthesis stimmt bis auf die mit SfierrscJiriCt ge- 
druckte Stelle wörtlich mit der vorigen überein, und ehens^kM 
auch der vorige ßeweis, nebst der Folgerung, wörtlich hier wi» 
derholt werden; 



■ 
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Biilldre Bemerkungren über refpiläre 

■ 

Herrn Fischer, 

Ldirer der Mathematik an der GeworlnuJinl» z«i llayrenÜl* 



Dit kuitcuberulirende Kugel lici regulären Körpern. 

Diejenigen Lehrliiicher der Stereometrie, uelclie die Lehre 
VM 4en regelmftesigcn Polyedern auKfiiliTlieh heliandeln und na- 
meatlieh von der am- und einbe8chriebenen Kugel »precben, mM- 
teo da« Dasein einer kantenheriihrenden Henig^tenff anfuhren« 
Biese Forderung stQtzt sich auf folgende GrGnde. 

{. 1. Wie eine reguläre geradlinige Figur, entsprechend ihren 
iwei Dimensionen und den zu-ei Bedingungen, die zu ihrer Exi- 
stenz erforderlich sind, zwei Kreise bedingt, die mit ihr einerlei 
Hittelpunkt haben; ebenso bedingt ein reeulärer KOrper gemäss 
MiDeo drei Dimensionen, gemäss den drei Bedingungen, die seine 
Definition enthält, auch drei Kugeln, die mit deni Körper einerlei 
Hittelpankt haben. 

Hegt der j*™ Mittelpunkt I <ler Grenzflache; narum soll der 

onbesdiriebeae Kreis leer anseehcn, wamm soll er nicht ebenfalls 

feine Kugel beanspruchen dürfen if Da ein Punkt in Rsnaw Bor 

durch drei Forderungen bestimmt ist, so darf bei dem Mittelpunkte 

eines Tegul&«n Polyeders keine seiner drei Eigenschaften lilNpr- 

sangeii werden. Ein solcher Mittelponkt gehurt, ebensoe:ut wie 

der einer einzelnen Grenzfläche, zu den vn^endlich \i^^n, Wefcfc^, 

in Bezug auf letztem 1; von allen ihren Suitzen, 2; von Tillen 

fliren Seit eu f i uien sieicfatrt'it eotfvrnt sind. Ifiezu kommt noch als 

dritte unterscheidende Forderung bei dem einen Pmikte, dass er 

io der Grenaebene selbst ilefstm^ bei dem aarisn, dass er von 

der Grenzfläclie und andern Ebenen 'gleichw-eit entfeaift «ein soll 
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Kageln besprochener Art» die stets ezeentrisch» nur beUn Tutrae- 
4?r cqDceQtrisqh lyind. 

Anmerkung 2. Noch sind vielleicht folgende UmkehmogeB 
in Bß^slehung onf den behandelten Gegenstand nicht ohne Interesse. 
tiitx ehenbegrfiPP^ter Körper gehört zu den regulären, wenn ^r ist: 

1) bei gleichgrossen Grenzflächen, coneentrisch nach Edcen 
find Kanten ; 

2) bei gleichen Kanten , coneentrisch nach Ecken und Flächen; 

3) bei gleichen ebenen Winkeln» coneentrisch nach Kanten 
und Flächen ; 

4) bei gleichgrossen Flächen und Kanten» ceptrisch nach 
den Ecken; 

5) bei gleichen Kanten und ebenen Winkeln» centrisch nach 



den 



gieicnen J 
Flächen ; 



6) bei gleichgrossen Flächen und ebenen Winkeln» eentrlsch 
nach den Kanten. 

Das Aufstellen qnd Beweisen solcher Umkehrungen» deren es noch 
mehrere gibt» dürfte eine gute Uebung für Schüter sein. 

§, 7. Es handelt sich nicht um die Sucht nach Analosien; 
yielniehr zeigt das bisher Gesagte» und namentli^^h die Ümkebrun- 
gen V. etc.» dass die kantenberührende Kugel in nothweiidigeiii 
Zusammenhange mit den regulären Körpern steht» und dasus dess- 
halb der gewöhnlich aufgestellte Lehrsatz ($. 3.) und mit ihm die 
ganze Lehre von den platonischen Körpern mangelhaft bleibt» so 
uinge dieser Kugel nicht gedacht wird. 

§. 8. Eben wegen des erwähnten innigen Zusanmenhannas 
ist man genöthigt» entweder — was bei dem Dodekaeder» meines 
Wissens» gewöhnlich geschieht — den Halbmesser der Kaaten- 
kugel selbst zu benfitzen» oder denselben durch eine andere IM« 
mension zu ersetzen» wenn die Construction der andern Koget- 
halbmesser und, bei Ausschluss sphärischer Trigonometrie, die 
Berechnung letztgenannter Linien» des Kubikinhaltes» sowie dee 
Neigungswinkels verlangt wird. Will man aber ein einziges» rein 
geometrisches Gesetz aufstellen, nach dem sich sämmtliche pfa^to* 
tischen Polyeder berechnen lassen» so wird man bei allen am 
angemessensten den erwähnten Halbmesser za Hilfe nehmen. 



Clin rein geometrisches Gesetz zur gleieknirti^n BereehnnBg 
der vvichtigsten Stucke und des Kubikinhaltes regolarer 

Körper. 
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ZU einander, wie ^ie Kante a zum Halbinesaer q dei 
Eckbasis, oder es ist: 

Bew. ad I. Es bezeichne A das körperliche Eck, ByC^D... 
die Endpunkte der Kanten und M den, jedenfalls vorhandenen 
Mittelpunkt des Kurpers. 

Werden MA ^ MB, MC, MD..,. gezogen, so entstehen lau 
ter congruente, gleichsehen kelige Dreiecke, woher 

]) ^MAB=ij::LMAC=^MAD.... 

Werden von B , C, />.... Lothe auf MA gefällt, so vrird MA 
in den, vielleicht noch verschiedenen Punkten F, F' , F".... ge- 
troffen. Wegen Folgerung 1) jedoch und wegen der Gleichhell 
der Kanten sind die neu entstandenen rechtwinkeligen Dreiecke 
congruent, folglich findet statt: 

2) AFzzz AF' = AF" .... , d. h. die Lothe treffen sich in einen 
einzigen Punkte F des Halbmessers 711^^. und die VeiblD* 
dungslinien der Kanten -Endfmnkte bilden eine ebene, 
nseitige Figur, auf welcher mA in F senkrecht steht; 

3) BF=:CF=zDF=,..., d. h. die wseitige Figur, wo?« 
ohnedies jede Seite =d ist, lässt einen umschriebenei 
Kreis zu, ist also ein regelmässiges, ebenes nEek« nil 
der Seite BC=^d (oder ä), d.em Mittelpunkte Fund des 
Halbmesser FB = q. 

JBew. ad U. Bezeichnet K den Mittelpunkt der Kante ABi 
so ist MK die Haupthöhe und BF eine zweite Höhe d^ gleich- 
schenkeligen Dreiecks MAB, daher: 

MA:MK=iAB:BF. 

» 

Es ist aber MA=iR, dann MK=1S,, ferner AB=a und iBf=g, 
daher : 

0) /2:Ä = «:</. 

§. 12. Aus dem Vorhergehenden folgt noch: 

MA^=MK^+f^^\ 
oder 

3)) Äa = Ä2 + 4a^. 

Au6 den beiden Gleichungen 0) und ])) ergiebt sieb sogleich: 
I. 2JB=a.;^===== (Ör den Durchmesser der Eckenkugel, 

...II* äa=g'j7 - ,^^ g fiir den Durchmesser der Kantenkngel. 



t 

I 

Zus^ti. Der halbe Neigungswinkel ist spitzer Winlrel <An0 
rechtwinkeligen Dreiecks, eingeschlossen von den Halbmecwem V 
und p» gegenüber dem Halbmesser P; daher: 

P Ä /* ' 

§. 15. Ausserdem 9 dass m>2 und n>!2 sein muss, kann, 
schon nach J. 9., weeien des Nenners der dorti^n Brüche, eii ; 
KOrper mit gleichnamigen Grenzfiguren und mit ^k€$n von gleicb* 
vielen Kanten nur dann bestehen , wenn 2(n-h^)!Snm ist; er < 

wfirde undenkbar« sobald 'Hn -\- m)^nm wäre. Daher kann em 

w^no man dU Körper mit conve;c-i;oncaven Eckern iHcbt bea^nden 
«ählt» überhaupt pur fünf Gattungen solcher Kurper j^ebea* Di 
kein Raum yon lauter concavec^ Ecken umschlossen« ein regftlnis* 
siger KOrper seinem Begriff nach nicht convei^^coneav sein hwk ' 
so gibt e« nur f(tnf reguläre Körper. 

In jedeni dieser fiinf FäUei ist auch 9<a, wesshalb die Wcrtta 
von R, K, P nnd C reell sind. Wenn aber 3(ii-t-ffi)^fM» {fl^ 

80 i^ auch q'^€t, wodurch R^ lH, P, C unbestimmbar oder hm^ 
ginär werden. 

Anwendongen auf die fünf möglichen Falle« 

$. 16. Anwendung des in §. 11. I. enthaltenen . 
V Lehrsatzes« 

1. Wird ein körperliches Eck von drei congruenten gleichsei- 
tigen Dreiecken gebildet, so ist 97=3, daher die Basis des kö^ 
nerliehen Ecks ein eleichseitises Dreieck, und zwar d^=a, abo 

2. Bei einem körperlichen Eck aus vier gleichs^tigeB^ gleich 

zu einander geneigten Dreiecken ist }i=4, daher die Basis ein 

V2 
Quadrat mit der Seite et=a imd dem Qalbmesser 9 = a-o-« ^^ 



«) C=: l a. P lötgl anmittelbar au» $. 6. IV. al« 2^mls owl' «M i 
in vielen Lehrbüchern als solcher gegeben. ' -* ^ 



im 

3. Bei eiDem körperlichen Eck ails fäof gleichseitigen gleich 
m emander geneigten Dreiecicen ist n^S, die Basis alsa eif^ regel- 
i^ige s Ffinfeck mit der Seite d = a und dem Halbmesser 

?=2V 6 =10V5(10+2V6), wober (J^ =^"T5— 

4. Ist das körperliche Eck Ton drei ^ngreenten QoAA'aten 
gebildet« so ist n=3, die Basis des Ecks ^in gleichseitiges Drei« 

V3 V6 
eck mit der Seite €2=raV2 und dem EblbmesserfS4lrf*^adffi^.-K~* 



woher 



(0'-«- 




§. 17. Anwendung d«l^ L^hri^alsie^ $. U. Ili 
resp. der Formeln des §• 12. 

tfi 1 

man im AJ^B^öOieinen «^ ^ z±i- " ^ ^1^4 mit /* oder 




- > ^ ^ mit f, und nach den (önf besonderen t^ällen mit fi , ^ 
J, /i, ^, so erhält man: 

/.*= &+V6 =^-' " A=V10+2V5; 

*"" 10 

^ 6~ 

. Für den I>l^:ciIraes•er.4eIEckeAlMlg«^ Cftelt «lao sogleich '2R=af. 
Feruer erhSlt iliaii Ar den tyurfhm^sser <fer Kantenkugel: 
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33SB=yft^f==a.-2-.V2 =a; 

0-» „^ . i / 10+2 v5 4 / 1(H-2V5 _ .1 + V5 . 

.•••'■* * • . ' • " 

•1 .' '.- «.» 

4/6 



A 

mit« 



93?-./^ . a+V5)V3 (H-V5)V3 /l + V^ \ 

nmerknng. Der Factor von a für 22t sei im AUgemein« 
bea^ichnet« so dass also 2K=at^ für alle Fälle gelte. 



§. 18. A<^WiejiduTig des^. 14., nämlich der Formel 
für den Durchmesser der Flächenkugel. 

Um SP zu berechnen, hat man 

in den ersten drei Fällen— «=45 

4r® 4r* 10 + 2V5 

im vierten Falle — «-=2, im fünften —5-='^ — r — ^ 

V ■ / 
Bezeichnet man diese Grosse mit p^, so ist : 

^a „y- 5 + V8 , 7 + 3V5 _ (3+V6)« . 
h —Pt — 2 *~" 6 — 12 ' 

/4*-|'4«=3-2=l; 

3(1 + V5)« 10+2V5 50-22V5 



/k*-P5»= 



20 



Bezeichnet man die Wurzel au« jedem dieser Ausdrficicemiti 
ao erhalt man: 

t 

«74=1; 

'1 ';/^:l!!^* V^^=t^ -^^^^^nisvg). 
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Sogleich ist för jeden Fall 2iP=aw. 

§. 19. Anwendung des $. 14. oder der. jPorme) 

für den Kubikinhalt. 

'•"•'■. ■ • » • 

Da ausser den bereits angeführten Grösiien in den ersten drei 

V3 
Falten iiiuiierm==3 iind^=a*.-7-, im vierten in=:4l«nd gzizef^ 

and im fünften wi=:5 unä ^= a*. J V^5(5 +2 V5) ist, soerhälfman 

zinrächst fiir iS=o7 — r"^— \ in den einzelnen Fällen folgende 

2(n + iii) — nm o 

Werthe: 



t • ■ 



Nun 

also: 



'*»~'2(3+5)-3.5— *-*• 



V6 V3 
Ci=1.8.^.-^.o» =o».iV2; 

,^=..20.2±^.:^.«. =«».A(3+v^); 

Q=i.6.1.o» =o»; ^ 

, V^5(50+22V5) V5(5+2V5) ._ w,r?j.7../m 

$. 20. Berechnung des Neigungswinkels 

zweier Grenzflächen. 

1 l 1 1 

Da in den ersten drei Fällen jx- = -y3, im vierten s- = - und 

t i ■ ^ - ^5. . . - . . ■ * *• ■ 

ittftnfteW ^ =r - V5— 2V5 ist ; so rechnet man äusserst bequem 



». ■ ... .*5 ; J) 



oder ^uch 
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Man erhält: 



»«j49»,=J(1 + V5)V3 tgi9),=i(3+y5)V3.V33»K3+VS-: 

sßeiV4=V2. tgi9)4=l; 

s»c4g'»=l(l+V5)«V8=2v5) tg 4% = Ä V 8 (50 + 22y 5)(8— 2V 6] 



=44^10+2v6 ) =4(1 +V 6) 



! 



Zur Probe findet man durchaus sec^^g)— •tg^^^=l, so dasa 
also die Werthe von v, w, sowie von f richtig sein mdsseo. 

Anmerkung. Insofern die Berechnung von 9 nach §• 17. we- 
niger Reductionen erfordert als die Bereebnuoe von w Aach §* 18, 
80 ist jedenfalls seci^ am bequemsten zu finden. 



§. 21. Construction des Durchmessers der 

Kantenkugel. 

Man sieht aus ^. 17. und 6. 18., dass der Durchmesser der 
Kantenkugel auf emen einfacheren Zahlen wertb fuhrt« als die 
Durchmesser der beiden anderen Kugeln. Hieraus lässt sieb ftuek 
darauf schliessen, dass dieser Durchmesser im Allgemeinen aa 
leichtesten zu construiren ist. In der That geben ans den id jw ITr 
gefundenen Werthen von 2^ folgende Sätze hervor, die mk 
auch einzeln für jeden Kurper synthetisch und zwar ohne alle 
Schwierigkeit beweisen lassen : 

1^ Bei dem Tetraeder ist der Durchmesser 2X.i der kaotea- 
berühr enden Kugel so gross wie die Kathete eines ghnchsdieiik- 
lig-rechtwinkeligen Dreiecks, welches die Kante zur Hypotenuse bat 

2) Bei dem Octaeder ist 22C2 so gross wie die Kante. 

3) Bei dem Ikosaeder ist die Grosse desselben Durchme^ 
sers bestinunt: ^ 

ä) unmittelbar gemäss der Form 22(g = a. — s — durch tue 

Dia^nale eines regelmässigen Fünfecks, welches die Kaufe 
zttr Seite hat, d. i^ durch die Diagonale der Eckbasis; 

B) nach der Form 22l3 = 4a(] -|- V5) durch den Durclum 
eines regelmässig»a Zehnecks>> wetdies die tialbe ~ 
zur Seite hat. 

4) Bei dem Hexaeder ist 22$« = ät Diagonale der Grenzfläcb 

6) Der Dnrduoesser der kantenfterfihrenden Kugel bei dfl 
Doddkaeder bt: 



m 

— s — ) BO gross wie die Dia- 
gonale eines regelniSssieen Fönfiecks, welches dfe Diago- 
nale der Grenzfläche selbsrt wieder zur Seite hat, d. h. wie 
die Diagonale eines ^ parallel zu einer Seitenfläche geführ- 
ten Schnittes 9 welcher durch die nächstliegenden Eckeit 
geht; 

b) nach delr Form 83tflg: "^^'t^^^ (l+V6) so gross wie der 

Durchmesser eines regulären Zehnecks, welches die halbe 
Dii^onale der Grenzfläche zur Seite hat, d. h. des in meh- 
reren Lehrbüchern gebrauchten Schnittes, welcher durch 
den Mittelpunkt des Körpers parallel zu emer Seitenfläche 
gefuhrt wird; 

c) oder nach der, für die Construction bequemsten. Form 
2Ä5=a(l + -— ^ — ) 80 gross wie die Summe aus der Kante 
nnd Dla^nale der Grenzfläche. 

Anmeikun^. Wie leicht die andern beiden Kugelhalbmesser, 
sowie der halbe Neigungswinkel eines regulären Körpers durch 
Wtruction sich finden lassen, wenn 2C bekannt ist, leuchtet von 
lelbst ein« 

$. iri. Anwendung ebener Trigonometrie 

auf obige Formeln. 

Es sei y der halbe Centriwinkel , a der halbe Polyeonwinkel 
er Grenzfläche, hingegen ö der halbe Centriwinkel der Eckbasis, 
ttreBd die übrigen Buchstaben ihre Bedeutung behalten, so ist: 

n /l 1\ ♦ » 

' m V2 w/ n 

Von der ^renzfiäcbe ist: 

r=lii.cosecy, p==ia.ctgy, <2=2.a.sino=:2a.cosy 

ie Zahl p*=-^ = cosec*y« 

Ve» der Eckbosis int: 

y=:i({.cosecd=a.sina.cosecd=:a.cosy.coseco 

kr 

cos— 
^ eosy nt 



a sind . yt 

sm — 

n 



Nun folgt weiter: 
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V I sin 3 
j_/2;y "" V»in«Ä~cos2y 



sm — 
n 



V cos » . COsg + J) C08( J - J) 



Bekanntlich ist: 
/2:2(==a:9=sind:cos)^9 also auch /:v = siD^:co8y9 
woher; 



cos — 



IL r= 



cosy m 



Vsin*d — cos^ 4/" /^ . ^A «/^ ''^ 

YC0S«.C0S^- + -;C08|---; 

■ ; Ip'erner ist: 

^_ ^ sin^J 1 cos^g 

^ —r-^P — 8inad-cosay""sin2y""^®*S ''"sin««— co8*y 

also 

III * cos^ 

lU. to = cotgy. ^ . = 

Vsin^o — cos*y 

cos — 

, 7t n 



cos TT. cos I — + ~* JCOS I — -^ "" ] 

V»M w/ \m «/ 



Nun sind die Durchmesser der drei Kugeiu folgende: 

2/2= a./, 22it=a.v und 2P=a.w. 
Der Inhalt einer Grenzfläche ist =47na^-co^y; Daher: 

rv. 0=57 — : — ^ a^.cotff — 

a*.cote— 



VW» «/ 



2r ' 



■ r 



m 



_, , •■ Htm " ^• ■' .■.-- ■::.-. :.;p,m '^ .n ■.!.' .:!:' ■ 

• '.•■.■ 

, cotär — .coß-^ .1 :i^ 
— i 1 3 ^ m n 

Anmerkune^ Die Grössen und h - erleideo für 

Kurper mit gleicbnaniigen Flächen und gleichviel -kantigen Ecken, 
amsomehr ' tär reguläre Körper ($. 15.), folgende Beschrän- 
kungen : 

^x.fi^t 1.1. 



*ä »--J 


\rn i' J-. ■■ j.' ,••'""■ ■", ' '■ 


t ' « : 


• , j 1 1 




3» l>-+->5 



♦ ».' 



'•/ii.. >' i; 



» I 



(TT ä\ 
-'— — j immer positiv, wegen 3» ist 

cosÄ.cosf — h— I ebenfalls immer positiv; daher 
\m nj ^ 

cos jj.cosf — +— I cos! — -^— 1 

eell, so lanee naroehtiich die zweite Beschränkung statt findet, 
la die erste onned'eln * da sein muss , wenn man überhaupt nur an 
na Flächen -. upd Raumbegränzung denken will. 

•t;.Di6,\^ethiltnisse zwischen den Kugelh^lbmessern 6ines einzel'^ 
in Korpors ergeben isich in folgender Weise:. » . 

I ■ . • • . • . • ■ " 

Pcos — 
VI. ^= = - = » 

sin — 

;: ■ . m. 

^ COS — 

VIILg=j=cotg^.cotg-. 
Das Verhälthiss VI. gibt zagleiöh.iltinig). . 
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Das VcrhSitDigs VIL gibt den Sinuii des Winkels swIsdieD den 
Durchmesser der Ecleenlcugel und der Kante. 

Das Verbfiltniss Vlll.eibt den Sinus der Neigung vom Dnrcbmed 
ser der Edcenkugel zur Grenzfläche 

Weitere Betrachtungen dürften wohl hier nicht am Orte sein; 
wir überlassen sie datier dem Leser. 



Velber ein paar Doppellntefprale. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlo milch 

an der UniTersitat zu JeMU 



■ 1 I I 

V i 

Unter den bestimmten Integralen^ welche die Aufmerksamkdt; 

der Analytiker mehrfach in Anspruch genommen haben , befindik 

sich eine ziemliche Reihe solcbet^ die unter den Rormen 

p^ cosbx , , , , /**sin6a: , ^ , 

stehen, und zwar sind dieselben desswegen von Interesse^ weil ei 
meistentheils nicht so» l^cht ist, convergente Reibcfi f&r ihrä, Be* 
rechnon^ aufzustellen. Es wird daher nicht ohne Interesse s6H 
wenn ich hier ein paar allgemeine Entwickelungen gebe, wekkt 
zeigen > dass sich aie meisten jener Integrale aus den einfachste!. 
Fällen 9(0:) = 1, if;(a:)=a;, nämlich aus den sehr bekannten FomMl^ 

* cosAjp - __ n _. * 

y'** sin&r , Ä . ^ 

ableiten lassen. 

Ich* gehe von dem Doppeludtegrale aus : 



/ 
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rwta flbttitlielie CMsttnton d« weseotlieb posUhrfl Gr(te«en ao* 
l|8fleheD wcHrden und f{t) «ine beliebige, aber binerbalb der Gren* 
sen f=0 bis t=c endliche und contiDuirliche Funktion beseichneit 
Ih unter diesen Voraussetzungen die Funktion zweier Variablen 

jq:^.A<)cosa:« 

innerhalb der Integrationsgränzen ar=0, a:=: «x, <=0, ^=c eben- 
alls endlieh und stetig bleibt, so ist die Umkehrung der Integra- 
Jonsfolge gestattet und demnach 

Man übersieht nun auf der Stelle , dass sich hier die Formel 
|1) anwenden lässt, sobald man das Cosinusprodukt in eine Cosi- 
lossumme zerlegt hat, aber man darf zugleich nicht übersehen, 
lass j<;ne Formel ein wesentlich positives k voraussetzt, und dies^ 
luthigc uns zu einer Unterscheidung. Ist nämlich erstlich 6 > c, 
H)ist auch 6>< wegen der Integrationsgränzen für t, und mithin 
lOrfen wir 

cos bx cos t:ir =icos (6 + ^ + Jcos {b—t^x 

etzen, wo 64* ^ und b — t zugleich positiv sind. Man bekommt 
lann unter Benutzung der Formel (I) für k^=b -{-t und £=6 — ti 

. i. durch Vergleichung des ersten und letzten Werthes von 5, 
fÖr ft>c: 

Ist zw^tens &<c (aber natürlich >0), so zerlege man das 
m bis c gehende Integral in zwei andere, welche sich von 
is 6 und von 6 bis c erstrecken; es wird dann 



/■««*/ 



• cos£2rcosi:p . 

ilx* 



a« + ^ 



% 



Hier ist im ersten Doppelintegrale wegen derlotegrationsgrftnzen 
\ nod 6, zwischen denen t liegt, 6>^ und mitbin 



etftiidrc<Mita?:=::ioMr(6^l) jr 4- icas^fr*^^)^; 
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im zweiten EK^pett^ttgrale dagegen <tetaaMee'«hvItttegratioi 
gränaen ft ^md e jederseit c>f^69 nnd mithin mns» man U 
wo i > 6 ist j • 

Costa: COS ba:=z^^co8(t+b)X'i-icos(t^b)x 

setzen. ^ Wendet man jetzt di^ Formel (1) an, so ergiebt sieb i 
der Steile 

und wenn miab berücksichtigt, dass 

ist, so kann man hieraus die Form 

+ ^ «-«y^ * /(<) 6+«'^« + £ c+'^ V(0 «-•* dt 
ableiten. Zerlegt man noch das dritte Integral ih 

und vergleicht darauf die erste und letzte Form ton S, so gelao 
man zu dem Theoreme: 

fflr 6<<j: * . 

— ^ (ef i»»+c-«») r ' c-«/(0 dt 

'''fibvöt' Wir Beispiele zu diesem nicht unwichtigen Satze gebe 
' wollen WUT erst ein Correiat' dazu aufstellen. 

Dasselbe^^giebt sich ileicht, wenn man auf das Doppelintegi 
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'^='J7 ^^^y^V(0«ma:*rf< (7) 

gaoz die Torl^en Transformationen anwendet; der Unterschied be- 
steht nur dann , dass man das in 

Torkommende Sinusprodukt in eine Cosinusdifferenz zerlegt , statt 
dass früher eine Cosinussumme vorkam. Man findet so ohne 
Schwiengkeit 

für 6 > c : 






(8) 



ferner 



für 6>c: 



= ^(e^'^—e--^)r%-"^fii)dt [ (9) 

Als erstes Beispiel benutzen wir die Substitution f{J£)=-. in 
die Formein (8) und (9) ; es wird dann 
für 6>c: 

y^^ sin 6^ - P^smxt ,^ 

Setzt man links xt^^Xy so geht das nach t genommene Integral in 

dx^=Si{cx) 

'^ 

iker» wo Si den Integralsinus bezeichnet. Nimmt man ferner im 

u u 

«sten Integrale rechts <= — » im zweiten t= -9 so wird 

Theil XL 12 
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s:i'^'-s:% 



ßr-at 



-ac U J Q U J ~.ao U 

/^® du /^® du 



und mittelst dieser TransformatioDen haben wir jetzt 

6>c. 



t: 



Die Formel (9) dagegen giebt als Werth desselben Integi 
im Falle 6 < c : • 

Hier gebt die erste Iritegraldifferenz (ur < = - über in 



du 



w ^o u ^ J ab u 

Die zweite Differenz verwandelt sich, wenn man im ersten 1 

u , ■ ti 

grale < = — , im zweiten <= — setzt > wie folgt: 

Q M J ...ab u J ^db u 

und vermöge dies<^ Transformationen wird Jetzt 
fär 6<c: 



. r 






1 



!»..,+ £[*«-e-«»]«(T-)- 



179 



Creht man noch zur Gräoae für unendlich wachsende c über 
uoi erinnert sich, dass 

Lim Si (c^) == iSi (od )= 5- > 

ist, 80 gelanet man eu der schon bekannten, tOr jedes positive a 
und b geltenden Formel : 

Ein zweites bemerkenswerthes Beispiel liefert die Annahme 
€=00, f(t)=ztf*-^y wobei die Formel 

/*• ^ , .,- r(tt)cosjtt« ^^ 

/ <^-^cosa?<rf<= '^^^^ '^ , 0<ft<l 

in Anwendung gebracht werden kann. Die Formel (6) giebt jetzt 

_, . , /*® cosbx dx 



-£«+"*/**"-' 



Bezeichnen wir nun wie folgt: 

k 



lö */0 



5 



P*-^e^^di. 



I uM-ie+»dti=Ii(|[A,Ä;), 

/ uf^-^e-^du = Päd* , A) ; . 
«0 folgt für H^=:iat, k=ab: 

J'^^ tf^^e^dt==^n(ii,ab). 

^'p^-ie-^dt=:-r^(ti,ab); 

Md so erhalten wir jetzt ohne Schwierigkeit 

y^^ cos 6a? da; 7t e^^ + e~ °* 

vornan nun r^ und J^ leicht in convergirende Reihen verwan- 
iihlutnn. 

12* 



/. 
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Die Formet (9) glebt in ähnlicher Weise 

y^* sin 6a: dx ne+^—e-<^ 

Von besonderem Interesse ist der Fall ft=:l, wo r(fi) = ^ 
wird; man hat dann 



£ 



* cos6j? dar 7C e^Q^+e"'^ 



4a\a 



7t C+'** — 6"^** 



m/*^ sin Aar <fa? 

Setzt man a^^ 6^^ 2^, ^..fur a, 6, o:, t«, so erhält man bi 
aus noch 



/ 



* cos (b^Z^ , ^ r ^ A^a . / xx.t 

VT^^^ = i^5v=it^^'''^+^"^^3 



Vi; 

4a3V~2 



4a3V^2 



2 f/ü 

«H2* 4a3V^2^ J 






v";^ 



«7 



\^ 



4o»V^2 t/o 4a»V^2 



■/ 



oft 



die-^. 



Bemerkens werth ist hier noch« dass die Differenz beider hl 
f^rale eine algiebraische Grösse (im Sinne Abel's) darstellt 






■ i-i ■ 

I ■ i 
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Viitersnchiuij^eii über die Theoreme 

Yon Cotes und KIolTre. 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, . 

Lehrer am Gymnasium «u Stralsund. 



Es ist bekan nt j wie man durch die Theorie der imaginären 

Form o(cos 9 + V — 1 sin cp) zur Kenntniss der sämmtlichen imagi- 
nären Wurzeln der Gleichung a:" + 1 =0 oder a;* — 1=:0^ und da- 
durch zur Zerlegung der Functionen o?" +^1, a^ — l in Factoren 
ersten Grades gelangt. Werden je zwei conjugirte imaginäre Facto- 
ren durch Multiplication zu einem reellen Factor zweiten Grades 
vereinigt 9 so ernält man eine Darstellung jener Functionen durch 
ein Product aus reellen Factoren des ersten und zweiten Grades. 
Diese Herleitung des Cotesischen Theorems ist zwar höchst ein- 
fach, aber 9 da sie auf imaginären Betrachtungen beruht« nichts 
wiuiiger. als elementar, weshalb eine Herleitung ohne Hülfe des 
lin'agibSre^n diesen Gegenstand dem Anfanger viefleicht zu^n^- 
tcfier machen dürfte; denn wenn es ihm auqh keiüe Scbwierig- 
beit macht» mit imaginären Formen zu rechnen, so vetsteht er da- 
nürdocjb.noch piqht die Bedeutung derselben, wie wir überhaupt 
eine lichtvone Theorie über das Wesen des Imaginären wohl noch 
ZD erwarten haben. ' Die Darstellungsmethode , welche ich auf den 
Cotesischen Satz anwende, wird sich auch auf den Moiyreschen 
Satz ausdehnen lassen;; 'eine Herleitung des letztern ohne Hülfe 
des Imaginären ist übrigens von Göpel im VI.' Bande des 
Archivs Seite 102. ff. bekannt gemacht. 



^ Zerlegung der Function Xi^a^+'l. 

fis sei x^ — cur+ß ein trinomisch er Divisor der Function 
^'-fl, der sich nicht in einfache reelle f^actoren zerlegen lässt; 
muss, wie aus der Gleichung a;*—a^+j3=: (ar — Ja)* — (Ja* — ß) 



im 

hervorgeht, ß positiv und zugleich Icfl^ß sein. Um a un 
bestimmeD» setze man 

multiplieire zu beiden Seiten mit dem Nenner linker Hand, 
rechter Hand nach absteigenden Potenzen von x und idei 
beide Seiten- der Gleichung ; dann erhält man folgende Rela 

A^ = aÄ^ — /?, 

A^^aA^ — ßAi, 



* • • • - ■ r . 






1= ßAn^^ 

Der GoeflScient ß lltsst sich sogleich bestimmen, wenn 
zwischen je zwei auf einander folgenden Relationen elimini 
kommt nämlich: 

Ai^ — A^ =ß, ♦ 

In Folge der letzten Gleichung muss |? = 1 sein, wem 
gerade; wenn n aber gerade, so kann es zwar sowohl = 
== — 1 sein, indessen hat man auch hier j3=l zu nehmen 
nach dem Obigen positiv ist. Es ist also ß=l, folglich 
der Gleichung ßAn-2^=^ auch An-^=^h Eiiminirt man nu 
äiis den obigen Gleichungen, so erhält man 



Aizza, 
A^:=zaAi —1, 
•«8 ^^ ^Ai% —" Ai , 

Af^—^ = ccAfi^^ — An— 6 9 

•^- '■ '• 0==«.l — A-8. 
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Bestimotf man aus, diesen AeUttoneu rackwärte A--s> ^^V^ 
JU-^, etc.> so erhält man leicht 

nnd io der Reihe 



oftd folglich je zwei von den Enden gleichweit abstehende Coeffi- 
denten einander gleich* Auch liegt dies ganz in der Natur der 

Sache; denn wenn man in (1) .t=- setzte so findet man 

Qsd die Vergleichung dieser Relation mit (1) fuhrt unmittelbar zu 
der im Vorhergehenden angezeigten Gleichheit der Coefficienten. 

Die unmittelbare Bestimmung der Grossen Ai^A^, 2^3,.. ..^n-a» 
a aus den Relationen (2) durch gewöhnliche Substitution führt unjs 
jedenfalls- zu einer hohem Gleichung ; es lassen sich aber inde- 
pendente Ausdrucke für dieselben finden, wenn man a=2cos9 
setzt, was jedenfalls erlaubt ist, da nach dem Vorhergehenden 
kt'^l, folglich tt^<4, und der absolute Werth von cc kleiner als 
2 ist. 

Die Benutzung der bekannten Formel 

sin(« + l)y = 2cos9)sinn9 — sin(w — l)^ 

^ebt nach und nach 

j ^ sin 2a) 

At=:'2cosw = — -. , 

* ^ sm (jp 

. . 2 cos y <gin 2y -^ sin y sin3y 

^ Sin 9 siny 

. ^_ 2 cos q> sin 3<p — sin %p sin4ip 



Sin 9 sm g> 



(3) 



j sin(n—2)<p 

smy 

sin (« — 1) y 



1 = 



siny 



Ms den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich der Winkel 
9> nanllcb 

(4) q>^--^x. 
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WO k eiDÖ absolute ganze Zahl bedeutet. Die Rechmnig giehC 
übrigens 9 = + — -'— «, indessen hat das Vorzeichen auf cos 9 

keinen Einfluss/ weshalb es weggelassen werden darf. Somit' 
wissen wir jetzt ^ dass die trinomische Form 

2/: 4-1 
(5) a:a-2a;cos=^— jr + l 

ein Divisor der Function a?"-f 1 ist^ und kennen zugleich die den 

a?" 4- 1 • 

Quotienten öTXT gleiche ganze Function von ar, 

ar^— .2ar cos jr 4- 1 

wobei noch zu bemerken ^ dass- der Zähler in dem Ausdrucke VM 
^jp— 1, nämlich fidnp^^sin — ^^^pn am zweckmässigsten auf dft 

einfachste Form gebracht wird. Um dies zu bewerkstelligen» fnA 
d' der bei der gewöhnlichen Division mit n in (2Ä; -|- l)p uleibende 
Rest, so dass (2ä4-1)/?=^4-'^ und '^<n; dann wird 

sm —^P^ = sm (yjr 4- — ) = (- 1)» »m — • 

Sollte '^>Jw sein, so kann man auch fifin statt sin-— 

nehmen, wo dann w — -ö-^iw ist. 

Aus dem Ausdruck (5), in welchem k eine beliebige absointe 
ganze Zahl ist, sieht man, dass es mehrere verschiedene trino- 
mische Divisoren von x^+1 giebt. Diese sämmtlichen Divisorei 
sind, wie leicht erhellet, 

a?« — 2a:cos — 4-1» ä-^— 2a:cos hl,. ...o:* — 2a; cos — 1-1 

n n n 

für ein gerades n, und 

o:^ — 2j7cos — hl, a:^—2a:cos \-l. ....a?* — 2a: cos }l 

n n * n 

fSr ein ungerades n, die Anzahl derselben also im ersten ?alle 
gleich rt* ini andern gleich ^ ■ 

Demnächst ist nun die Zerlegung von a;"4-l i^ Factorenleicbt 
zu bewerkstelligen , wenn man nur folgenden Satz von den ^izen 
Functionen berücksichtigt: „Wenn, indem Z, Z', iV ganzeTnnc- 

tionen mit reellen Coefficienten bedeuten , die Bruchform -^ eiM 
ganze Function ist, und N und Z eine Constante zürn güaBtt^ 



V 



•- <« 



genfeiDenMaasse haben, so muss -^ eine ganze Function sein- 



im 

Dieser Satz» dessen Beweis ich hier fibergehen darf, findet An- 
Wendung auf das Obige. 

Zuerst sei -X=r^** + 1 = (^ — 2ar COS — + 1)-Xi, wo Xi eine 

ganze Function vom (n — 2)ten Grade ist; nun ist das Product 

rechter Hand durch x'^ — 2a: cos \-l theilbar, folglich Xt durch 

diesen Factor theilbar. Man kann also Jf!i = (^^'-r2arcos — -\-l)X^ 
setzen, und erhält dadurch 

j:=(a:«— 2^cos^ +1) (a:«— 2ir cos^+1) JKa» 

wo X^ eine ganze Function vom (n~4)ten Grade ist. Diese Zer- 
legung lässt sich für ein gerades n offenbar so weit fortsetzen, 
bis der letzte Factor eine Constante wird, und diese muss =1 
sein, da das höchste Glied in X die Einheit zum Coefficienten 
bat Ist n ungerade, so setact man die Zeil^ung fort, bis man 
auf eine ganze Function des ersten Grades kommt, von der Form 
ir-|-}A, und zeigt dann leicht, dass x-\-m = a;-{'l sein muss. Da- 
her hai man 

a^+l=(a:a- 2a: cos J + 1) (x^^2x cos ~^+l)....(a?«— Ärcos^^^^^+l) 

Ar ein. gerades n, und 

a«+l=(ar+l)(a:«-2a:cos - +l)(;ir«~2:r cos — + 1) .... 



fir ein ungerades n. 






§. 2. 
Zerlegung der Function X=:x^r-i.' 

Man setze , um die reellen Divisoren zweiten Grades zu finden, 
und bilde daraus die Gleichungen : 

Bs =yB2—öBi, 



= yBn—^ — ÖBn^z y 

— 1 =: ÖBn^^' 
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M»p erhJilt ähnlich wi« m $. 1. 






folglich, da ö positiv ist, S=t; ferner, wegen der Relatioi 
— •l=di?ii_a, £n— 2= — Xi mithin 



a^ — i 



B, =yBt-B^, 



2) 



• • • 



■fti— 3 — yjSn—^ — ßn—^9 
— 1 =yßn__3 — Bn—^, 

\ =y.~l — Än_3. 

Bestimmt man rückwärts Bn-^, Bn-^^,...., so erhält man leicht ' 

Bti—z = — ^ 5 -ßn~4=— -ßi, J5n— 5 = — i^, ctC., 

und in der Reihe 

-^1 » -"a» -^3 > •••• Bn—^9 Bn—^9 Bn—Q 

ist folglich die Summe von je zwei von den Enden gleich weil 
abstehenden Gliedern gleich Null. Dies erhellet übrigens auck 
leicht dadurch, dass man die Gleichung f) durch die Substitutioo 

ar= - transformirt. 

Setzt man nun y=:2cosif;, was erlaubt ist^ so erhält man, vne 
in §• 1. , nach und nach 

f _, sin2if» 



sinStf; 
* smt/; 



3) 



Bn-z 

— 1 1 



sin(w — 2) i^ 
sint^ ' 

sin(n — l)i|; 
sin 1/; ^ 



:=:flE^. 



sm*^ 
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Q9d 9m den beiden letzten Gleickungen 

I M. #* 

WO k eine absolute ganze Zahl mit Ausscbliiss der Nnll bedeutet 
Ke trinoäiischcB Divisoren von a^-^t, welche in der Form 

5) o^ — ^coe 1-1 

begriffen sind, werden also sein 

i*-'2«cos-r+ 1 , a:^ — 2a: cos 1- 1 , ..,. a^ — 2a?cos^ — + 1 



■i r. '• 



fiireiniipgeTades m^ und 

«*— 2arcos — hl, x^ — %cco& hl,....a:* — 2a;cos ^+1 

n ' . n n 



ein. gerades n. 

Beachtet man nun , dass im ersten Falle die binomische Form 
x—lf im andern die beiden binomischen Formen x^l, a;-i-l 
Divisoren von a:* — l sind, so wird man leicht folgende Zerlegung 
«Uten: ^ . { ■ 

ji«-l=(a;-l)(j;«-2a;cos— +l)(a:«-2a:co8 — + 1).... • 






eio oogerade,s n, und 



a:«-! =(ar- 1) (ar + 1) {x^^^xcos ^ + 1) (n;»— äircos— +1).... 



....(ar»-2arcos^^^— ^ + 1) 



eio gerades n. 



§. 3. 



Setzt man in den Gleichnneen (1) und 1), för die darin vor- 
kommenden Grossen ihre Wertne, so erhält man zwei Formeln, 
welche in einer bekannten Formel als specieUe Fälle enthalten 
M. Diese Formel ist nämlich folgende: 

sin -» + a:sin2^+ar2sin3^ -J- ....+a:»-«sin(n-l)'^ 
_ sin ^ — a:»— ^sin n^^ +3;'»sin (n — 1) ^O» 
"~ 4:* — Sarcos^ + l 
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Dieselbe geht nach einfachen Rednctionen in (1) "öder 1) tfMi' 
jenachdem man d'=i- — -^— , oder '^= — setzt. Die vo^he^ 

sehende allgemeine Gleichung, deren Herleitung ohne Hülfe des 
imaginären aber wohl nicht ganz einfach sein durfte» kann abo 

ebenfalls zum Nachweis dienen, dass al^ — 2a; cos — ^—^^-hh' 
x'^— 2a: cos 1-1 resp. Divisoren von ai^ + l, o?"— 1 sind. 



§. 4. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich die Losung folgefifa 
Aufgabe : 

Man soll in dem allgemeinen Ausdrucke der ttinonifi* 
sehen J^actoren 

x^ — ax-\-l oder x^ — y^+1 

von a?»* + l oder x^ — 1 die sämmtlichen Werthe von aodti! 
/ darch eine Gleichung darstellen. 

• ■ 

. In Bezug auf die FuncHon x^ + 1 muss diese Gleichung vott 
(ö)ten oder vom f— ^ — Jten Grade sein, jenachdem n gende i 
oder ungerade; in Bezug auf die Function x^—-! aber wird sie 
vom l — ö~")ten oder vom ( — ^Jten Grade sein, jenachdem n 
gerade oder ungerade ist. 

Bestimmt man mittelst der Relationen (2) die Coefficientet 
Ai, A^. A^f.... durch gewöhnliche Substitution, so findet man r- 

1 
^i = «, 

A^ = a^—2a, 
A^ = a^^3a^+l, 

u. s. w. 

Der Gang der Entwickelung zeigt, dass bei diesen :W9fdieD 
die Vorzeichen der Glieder abwechseln, und die Esrooneutep ?oil, 
a stets um 2 abnehmen ; der Geübte wird ferner aucii daa G^tM 
entdecken, welches die numerischen Coefficienten der Griieder hü' 
folgen. Es ist nämlich allgemein 

[1] ^j. = aP-(p— l)i«P-« + (/?-2)aaP-4-(;,-^)3aP-6^._, ' 
die Reihe so weit fortgesetzt, bis sie von selbst ab|»richt. IHflf 
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Richtigkeit dieser fileichung kaon a posteriori durch die Bemoui- 
Esche Schlusdweise dargethan werden. Für a = 2cos9.war aber 

nch der obigen Entwickelung A^=^ — ^v — ^, folglich hat man 
die Gleichung 

wo a = 2cos9> ist. 

' Diese Gleichung, nach welcher die Function linker Hand nach 
den Potenzen von 2 cos 9 entwickelt wird; ist bekannt. Man ge- 
langt zu eben dieser Gleichung , wenn man von den Relationen 2) 

n — 2 
ansgeht und dann y=:2cosif; setzt. Für /? = — ö~5 wo n gerade, 

wird nun in [2] mxi{p-\'\)(p'=zs\n^ip, und dieser Ausdruck ver- 
schwindet für © = — 9 — >•••• — , weshalb die sämmtlichen 

Werthe von a in dem trinomischen Factor x^ — aX'\-\ von a;" — 1 
durch folgende Gleichung vom (' 
werden : 



fi 2\ 

rt— Iten Grade dargestellt 



[3] 



"?- 






"2—0 



-h....=0. 



wo II <npe gerade Zahl ist. 

Für. n— 10 z. B. ist diese Gleichung «*— 3««-H==0, und 
ilire Wurzeln sind 2cosJjr, 2cos|«, 2cos|jt, 2 cos?«. Die Auf- 
tesong der biquadratischen Gleichung giebt 

«=i:V(|±iV5), 
«id folglich 

2cosiJi;= V(| + |V5), cosJ?i;= 0,809; 
2cosf«= Vö— 4V5), cos|?r= 0,309; 
2cos{w=-VÖy-Jv5), cos |3t=— 0,309; 
2co8i7i;=— vQ+iV5), cos^«=-0,809. 

Um die Gleichung zu finden, deren Wurzeln die Werthe von 
c id dem der Function a:"-|-l zugehörigen Ausdrucke für ein gera- 

du « rfnd^ beachte man, dass A^ — Ap-^^z ^ — —r- — — — ^ 

^2co8p9, folglich, für Ap, A^^^ ihre Werthe aus [Ij gesetzt, 
^e man leidit midet. 
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Für p = ^9 wo n gerade» wird cosp(p=:icoB^^, und dieMFuii»- 

tiott verschwindet för op= — > — > •••• — ; folglich hat die 

^ n n n ° 

Gleichung 



die Wurzeln 

2coß — , 2cos — , 2cos — ,....2cos^ ^ 

für ein gerades n. 

Es sei z. B. ^=10. Die Gleichung ist a« - 5a> + Sa = ft 
oder «(«* — 5«*+5) = 0, und ihre Wurzeln sind: 

2cosA^= Va + iVÖ), 
2co8t',t«= v(J— jvö), 

2c0Sx*<tJW== 0,_ 

2cos/ö^=-Va— iV5), 
2cosili|p=-V(5+4V5). 

Ist femer n ungerade/so ist nac6 dem Obigen il||_f =i!i^i; 

die Gleichung -4„_i — A^_^=:0 Mird nach [1^ vom ("-q^J^ 

Grade» und sie wird daher alle Werthe von er in dem der Fml^ 
tion jifh^l zngehurenden trioomischen Factor enthalten. In der 

, n+1 , n — 1 n 

sirt-^— 9) — sln-^-^ cos^ , 

-, = ; — -.und dl«' 

sin 9 cosi^' 



That wird A^^i — Aj^^=^ 

2 2 



ser Ausdruck verschwindet fiir ©=-- , — 

^ n n 



(n-2)7c 



zeln der Gleichung 



pj .--(==!-.). 



tt-l 



(^-0.« 



n 



o-i 



. DhbVfft 



—4 



« — 



aiad folglich 

zcos—, 2cos— -> 2co8 — 9....2cos^ 1^, 



=:9\ 



■'f 



' . 



■ ..I 



wemi n ungerade. 



1»1 

j) -FärtlitsB z. B. ist die Gleiefaung c^ — a h^. 1 s:0> und \jkte^ 

2cosJjr = i — JV5, 

Diese Ausdrücke eignen sieh übrigens am belsten 'zur g^- 
netrisehen Eif&theiluDg des Kreisumfaogs in 10 gleiche Theile. 

Für « =s 7 ist «3 — a« — 2a + 1 = 0, und die Wurzehi sind 
2cost9r^ ScosfTT, 2cos79r. 

Endlich ist fitr die Function arf>-^I nach dem Obigen 

, »1+1 , . t«— .J 

sm -rt- 9 + sm "Y"?^ 

[ Ä«.i+Ä^3=0; femer B^+B^^ = ^^ — 



2 -*» 



= 



k 2 a 2 2 

sm^9 

Sinlg) 
tnd die Gleichung 

^ hti folglich die Wurzeln 

^ 2« ^ 4« ^ (n— 1)« 
2cos — > 2cos — ,....2cos^ ^— * 

i , 

wenn n ungerade. 

, Z. B. f&r n=5 kommt die Gleichung a^ + a — 1=9, deren 
" Wurzeln 

2cos|«=--|+4V5, 
2cos4«= — i— 4V5. 

l , §. 5. 

Ueber den Moivreschen Satz. 

Moivre bat den Cotesiscben Lehrsatz auf die dreitheilige 
;* f unction x^^—^px^+q erweitert (s. Miscellanea Analytica. 
\ p. 22. 23.). Für a^=y gebt diese Function über in die folgende 
ty— 2|[?y-f-y=:(y-— p)2— (/;^— y), welche, wenn & negativ» od^r 
l'^^enn ^ positiv und Zugloc h jp^> q ist, sich in die reellen ein- 

Idien Pactoren y— p + Vp*— y, y^-p-^^fp^-^q zerlegt. Ist 
liso p* — q eine positive Grösse, so hat die Function x^^—vpa^^q 
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^ die reellen Faetoren ^— (/»— Vy*— Of), ä" — (p + Vp*--< 
* fFelche nach dem Vorhergehendeii leicht in reelle bmomieclM m 
trinomische Faetoren zerlegt werden. 

Wenn nun aber q positiv« P^Kg» äb^ S p^-^-q imaginär, i 
sei a?=gr2i«j;, also 

2« 

p 

man setze femer 7^ = cos 17, was wegen p*<y stets erlaubt b 

so kommt ar*" — 2iia?"+9' = jr(22n — 2 008172«+ 1), und wir hak 
uns also mit der Function 

Jf =:a;^ — 2 cos^ro« + 1 

zu beschäftigen. 

Es sei x^^-'ax-\-ß ein trinomischer Divisor der FuiictioD» m 
dass /^ positiv und ka^-^ß ist, und man setze 

^2n _ 2 CO» gai^ -j- 1 

Manjerhält hier folgende Relationen zwischen den\ unbestimintiij 
Coefncienten : 

Ai =^cc, 

At =aAi—ß, 

A^ =^ciA^ — ßAi^ 



An—\ — nAn—^'-^pAn — 5> 

An = «-^»-1 — /5^n-a — 2 cos <7 ^ 

An -f 1 = ^An — pAn—i 9 

^n+2 =€cAn^i'-ßAny 



0= CcA^n-Z — ßA2n-Z 9 
1 =jS^2»— 2» 



Nun iässt sich zunächst der Werth von ß dadurch findeoi 
man , die Relationen von Unten nach Oben hin benutzeodi i 
Grössen ^2n-2> A^n^-Zi ^2r-~49*— successiv bestimmt Eb b> 
nämlich 
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^««-4- ß ^ ß '-~ßS——ß9' 

Auf diese Wdse kommt man zuletzt auf die Gleichimg 

A — 
4i^i = -^, oder J».i O?" - 1) =0, 

fol^ch /S«— 1=0, daher, weil /3 positiv ist, ß=l. W^en der 
GleichoDg l==/}^2ii-2 ist daher aach ^2»— «=!• Eliminirt man jetzt 
f, Atm-i ans den obigen Gleichungen , so erhält man 



^1 =a# 

ils =aAi — 1, 

• • • • • 

An—i == aAnr-^ — -^li 
^ ^ ^ il« =Ct4a— 1 — ^n^-2 — 2ioBgr 
An^l == aAn — Au—i , 



l = Ä^2i«— 3 — A^n^^9 

0=a.l— ^«»-3; 
ferner il£=^2n— 39 A^=zA^n—^»-»»Am-^==^Au} d. h. es sind in der Reihe 

-"!> A^y A^y4.mA2nS* A^W-^» A* 



je zwei von den Enden gleich weit abstehende Glieder einander gleich. 
Dm diese Coefficienten, so wie a zu bestimmen, setzen wir « — 2cosy; 
erhalten wir zuerst wie bei dem Cotesischen Lehrsatze: 

sinS^) 

At — • 9 
*■ sin 9 



. sin3y 

(c) < ^ ~" »inq> 



y 



* sm9 



TheU XI. 13 



' sin (n -I- 1) y 

. sin (w + 2) 00 - sin2y 

' _ sm 9) ^ sin 9 

(c^) < ^ . _ sin(n + 3)g > sin 89 



_ CQS Q -^ 

sttig) ^ siny 



r, sirt(2?«— l)qp ^ sio(n — V)(p 

1 siuqp *^ smcp 

M \ . 

Die letzte Gleichung reducirt sich auf 

(/*) cos nq> — cos (j=0, 

und da in Folj^e dieser Gietchuu^ aucli die vorletzte der Glei- 
chungen (e) erfüllt wird, wie man leicht findet« so kann q> aus (f) 
bestimmt werden ^ und es folgt daraus ^ daä^ 

^2n_-2cosnya:"+l 
\a;'*~2cosg}^ + l 

stets eine ganze Function ist» Auch hat man fiir die letztere fol- 
genden Ausdruck: 

« . sin2(p „ „ . sin3g> , . . 
smy smy 

LSst man jetzt dit GUeichaog (/} ftii£, sA kaihmt 

«9>— +5+2*», y^i^^^'^i*' 



<• 
^ 
.^ 



folglich sibä i^'äfnmtfiche ttinomlsche Divisoren der Function 
jyÄti — 2cos^:i;"+l in dem Auisdrucke 

(g) a;«^-2.rcos^^^^^+l 
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enthalten. Es ist vorstehetid nachgewiesevi , dass An = An-^, 
An+i^zAn-^, u. s. w., und in der Thai; findet man leicht, dass 

die Ausdrücke (d) bei der Annahme w = =2 der Reihe nach 

n 



i 

^.4m »^3:er$ltoD tu (c) stuMsnneAfiiiJiiln. Deshalb kann man 
$1». Qa«tieiiiefi der Dirbion so datsMieiis 



a:« — ircos ="-^ + 1 

« 

An-i der mittlere Quotient^ und 

. 8inq) 

An ^ — ;-- f 

' smg) 



(t) ^ . sin(n— -Ijy 

^-«- /«luv ^ 

* sm 9> sm ^ 



9> 



^kit±g 



n 



Die sämmtlichen Divisoren sind {kzziQ, \, 2, — gesetzt) für 
n ungerades n: 

a;«—ar cos 2^ + 1; 
n 



a?**-2arco«*^ ^+1> a^-^2arco«'-^ ^ + i; 



n " w 



^_2arcos<-5=^^-^^+l, ^«-^cos ^""^^""^ ^!; 



n 



r ein gerades n: 
«2— 2a: cos* + 1; 

. ;^>— 2areo8 ^ - ^ -f 1, af«-^^2a?cos ^^^ + 1; 

a:g~>2a?cQs ^ ^ + 1, ;r^— 2a:oQS-^^^^ + l; 

n fi 

, .;jfl'-^XQOS> =^— -^ + 1, a?«— 2a: cos 5^ £ -^U 

I- - « • , n ' 

> ■ ■ * 






< • 
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Aehnlich wie bei dem Cotesischen >Satee zeigt man bi 
dass in dem einen oder andern Falle die Function ;v^" — 2a^ 
dem Producta sämmtlicher Divisoren gleich ist. 



Uelber die allt^emeine Breimliidi 

Kreises. 

Von 

dem Herausgeber. 



S- 1- 

Die Gleichung der Brennlinie des Kreises ffir den 
gewöhnlichen Zurückwerfung, wenn nämlich der Einfa 
und der Reflexionswinkel einander gleich gesetzt werden , 
rechtwinkligen Coordinaten, ist bekanntlich zuerst von ' 
de St. Laurent gefunden worden. Dagegen ist es 
nicht möglich gewesen, die Gleichung der ßrennlinie de« 
für den Fall der Brechung, oder vielmehr die Gleichung 
gemeinen Brennlinie, dei^ Kreises, wenn man nämlich aur 
Weise das Gesetz der Zurückwerfung und das Gesetz der 1 
auf einen diese beiden Gesetze umfassenden allgemein 
druck bringt, zwischen recktwinkligen Coordinaten, zu 
nur einige besondere Fälle dieses allgemeinen Falls hat ' 
de St. Laurent erledigt, worüber man, so wie über die 
der Brennlinien und Brennflächen überhaupt, u. A. der 
Caustische Flächen und Linien. 30 fi*. in meiil^n iS 
mengen zu dem Mathematischen Wörterbuche m 
kann. Meine mehrfachen Untersuchungen ülier diesen t 
und interessanten Gegenstand haben mich zu der Uebei 
geführt, dass, wenn man auch dazu gelangen sollte, die C 
der allgemeinen Brennlinie des Kreises zwischen rechte 
Coordinaten in völlig entwickelter Form darzustellen, diese 
so complicirt ausfallen würde, dass ein wirklicher Gebri 
derselben bei der Construction der allgemeinen Brenoli 
Kreises oder bei der Entwickelung der Ejgensebaften dies 
zu macheu nicht leicht möglich sein möchte, wobei mi 
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Örken kann, dass schon die Gleichung der Brennlinie des 
es im Falle der gewöhnlichen Zartickiverruug zwischen recht- 
frinUigen Coordinaten bis zum sechsten Grade steigt« wie man 
ach ebenfalls aus dem angeführten Artikel des Mathematischen 
Wörterbuchs (18.) fiberzeugen kann, wenn sich auch diese Glei- 
ebuDg immer noch in ziemlich einfacher und eleganter Form dar- 
rtellen lässt Ich habe daher versucht, bei der aÜgemeinen Brenn- 
linie des Kreises, deren Kenntniss in vielen Beziehungen von 
(Vichtigkeit ist, ein Mittel in Anwendung zu bringen, weiches 
iehon bei vielen anderen Curveu, z. B. bei den Cycloiden und 
Bpicydoiden , mit grpssem Vortheii angewandt worden ist, so dass 
iBan nämlich die !Natur der Curve nicht bloss durch eine, sondern 
rielmehr durch zwei Gleichungen ausdruckt, und bin dadurch zu 
Besoltaten gelangt, welche ich der IVlittheilung nicht unwerth 
kalte, weil dieselben namentlich eine gar keinen analytischen 
Schwierigkeiten unterliegende, ganz unzweideutige Berechnung der 
rechtwinKligen Cortrdiuaten der Punkte der allgemeinen Brenniinie 
des Kreises, und dadurch also auch eine leichte Construction der- 
Idben gestatten, so wie ich auch überhaupt der Meinung bin, 
ftiss die Gleichungen, welche ich im Folgenden entwickeln werde, 
die meiste Bequemlichkeit darbieten, wenn man der allgemeinen 
Brennlinie des Kreises zu irgend einem praktischen Zwecke bedarf. 
Dass sich aber die zwei in Rede stehenden Gleichungen der all- 
lemeinen Brennlinie des Kreises auch zur Entwickelune der Eigen- 
schaften dieser Curve auf ganz ähnliche Art anwenden lassen, wie 
man z. B. die Eigenschaften der Cycloide aus deren beiden bekann- 
len Gleichungen anzuleiten pflegt, verstehtsich von selbst, welches 
edoch eine Untersuchung ist, die ich , um die vorliegende Abhand- 
ung für jetzt nicht zu sehr auszudehnen, späteren besondern 
kuisätzen vorbehalte, indem, wie gesagt, meine Absicht für jetzt 
nur darauf gerichtet ist, die beiden, die Natur der allgemeinen 
^nnlinie des Kreises ausdrückenden Gleichungen zu gewinnen. 
lollten auf diese beiden Gleichungen gegründete Untersuchungen 
ber die Berührenden, über den Krümmungskreis, über die Evo- 
ntion, über Quadratur, Rectification u. s. w. der allgemeinen 
lienuliaie des Kreises von anderen Mathematikern mir mitgetheilt 
rerden, bevor meine eigenen Untersuchungen über alle diese Ge- 
stände geschlossen sind, so würde ich für diese Mittheilungen 
it bloss sehr^dankbar sein, sondern dieselben auch, ohne alle 
»cht auf meine eignen Arbeiten, sehr gern und sogleich in 
Archive abdrucken lassen.- 

\ §• 2. 

ß^: Den Mittelpunkt des gegebenen Kreises wollen wir als Anfang 
mes rechtwinkligen Coorclinatensystems der a:i/ annehmen, und 
k Coordinaten des die auf den gegebenen Kreis fallenden Strah- 
lü aussendenden strahlenden Punktes in diesem Systeme durch 
q bezeichnen. Der Halbmesser des gegebenen Kreises, indem 
['denselben als positiv oder als negativ betrachtet, jenachdem 
von dem strahlenden Punkte auf den Kreis fallenden Strahlen 
len concave oder convexe Seite treffen, sei R, Durch den 
lenden Punkt (pq) denke man sich ein dem primitiven 
ime der :rj^ paralleles Coordinatensystem gelegt, und bezeichne 
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den von einem beliebigeo, von dem Punkte (pg) ausgehetideB 
Strahle mit dem positiTea Theile der ersten Axe dieses Systems 
eingeschlosscmen NViukel , indem man denselben vtm dem postÜveii 
Theile der ersten Axe des in Rede stehenden Systems an dnreh 
dessen Coordinatenwinket hindurch von bis 36(P tfiblt, durch ip. 
Das im Falle der Reflexion als positiv ^ im Falle der Refraction 
als, negativ betrachtete reciproke Äblenkangsverh&ltnisef sei fi, «nd 
dessen absoluter oder numerischer >yerth werde durch (u.) bezeichtKSt 
Ferner seien pj , q^ die Coordinaten des EinfallspüiiKtes des voa 
dem Punkte (W) ausgegangenen Strahls auf dem g^ebesiM 
Kreise in dem Systeme der xy\ und denkt man sieh nun dareh 
den Punkt (Pi^i) ein dem Systeme der cpjtf paralleles CoordisaleS' 
System gelegt, so soll der Wiilkel, welchen der als von dem 
Funkte ^1^1 ) ausgehend gedachte abgelenkte Strahl mit dem po- 
sitiven Theile der ersten Axe dieses Systems einschliesst, inden 
man denselben von dem positiven Theile der ersten Axe des ib 
Rede stehenden Systems an durch dessen Coordinateowinkel UlH 
durch von bis d60" zählt, durch (pi bezeichnet werden. 

Dies vorausgesetzt, haben wir nun nach den in meinen Opti- 
schen Untersuchungen. Theil II. Leipzig. 1847. S. li 
für die Ablenkung^ bei dem Kreise entwickelten Formebi *) zur 
Bestimmung der Grüssen pi, qi, (pi die folgenden Formeln : 

J5l =— /? cos g? — y sin g> , 

£/=— psin9 + gca9€p; 

^ L 
sin0=^; 

. Pi=::j) + (K+ RcosQ)eo»q>, 

qi = q + (K+Rco8&)8\n<p; 

COS (Dt ' 1 .■■ ■.«■.■■ ..».■■■ « 

—f) = COS 9 — cos (g) + 0) (cos + - V 1— fi*sb6*), 

• -^&— sin9-sin(9 + 0)(cos0 + -Vl— f**«in«*); 

bei denen man zu beachten hat, dass K, L HülfsgrSssen mA 
und dass der absolute Werth des Winkels G, welcher positiv «N 
negativ sein kann, nie grösser als 90^ zu nehmen ist. 

Lassen wir aber den Winkel (p in cp' übergehen, so mögen 
die Grössen K, L, 0, pi, q^y <pi respective in JSl', L' , 0',fh'» 
^i'' 9i' übergehen, und wir erhalten nach dem Vorhergehendes 
die folgenden Gleichungen: 

■ ■/. 

*) Man kann diese Formeln auch ohne Schwierigkeit an« ta 11 1 
meiner Abhandlung Archiv. Theii IV. Nr. XX. entwickelten sllgeflirf- 
nen Formeln ableiten, worauf daher den Leser hier der KAlM Ifejflft 
zu verweisen erlaubt seih mag. ' 



- .!' 



8) 
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L' == — p »in ^' +q cos q)' ; 

p,'=zp+(K' + BcoBe')co8q>', 
qi=zq + (Ä' + jBcos ©')s»»9^ ; 

^J^= sin y' — slD (9' + ©«) (cos «'+ - Vl-f*"8in»'«). 

Die Gleichungen der geraden Linien^ in denen die den Win- 
Ud fp und tp' entsprechenden abgelenkten Strahlen liegen ^ sind> 
wie auf der Stelle erhellet: 

% 

■ 

3) j y — ^i =(«---/'i)tang9?i. 



Bestimmt man aus diesen Gleichungen o;, ^ als nnbekaßnte 
Grossen 9 so sind bekanntlich a:, y die Coordinaten des Durch- 
schDittspunkt's der beiden geraden Linien, ip denen die den Win- 
keln w und 97' entsprechenden abgelenkten Strahlen liegen. Aoß 
3) und 4) erhält man aber durch Subtraction 

I = ft'-^9i=«?(ta»g<pi-tang9/)— (pitangg?!— pi' taiigg>i')^ 
Pi'— Pi=»(co*9i— cotg?i')— (yicotg?! — ^i'cot^i'); 
also 

(^' — yi)cos(pi cos^i' + (pi s!o (pi coB(pi' — pi'cosgj^i s\nq>i') 

=i^sin(^i— g>,'), , 

(Pi' — Pi) sin 9i sin 91' + (^i cos <pi sin (fi — qi sin 91 cos 91') 






((ö^i'-*fti)cos((picosg)i'+(üi sin^x co«g>i'— pi'coso), sipto. ') 
'• ''• (jh''^Pi)»\i^(Pi9^^fi'^qi^0Bfpi9\npi'-^qi*B\n(p^cö»q>J) 

f|. ^3: ?^i*^*— *» r< *» *»> » »■ ■■I U I! » » i II ■>M« j i fty II t^^ ■»■'■-—■■' »■ — ■••••■•»•i» »• !■ • *■ 11 i T -y 
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§. 3. 

Man denke sich nun, dass tp sich um Jg> fiodere, and da« 
dadurch die Veränderungen 



JK, JLs J@, ^Pii ^9] 9 ^fPi 



von 



K, Ly 0, pi, 91, 9?i 
herbeigeführt werden, so hat man im vorhergehenden Paragraphei 

K' = K +JK, 

©'=0 +z^©, 

zu setzen, und erhält dadurch aus 5) mittelst leichter RechnoBgi 
_ cos(PiCOs(yi-t-^yj)z/yi — {piSinJcpi^cosq)iBm(q>i-i-Jg>i)4h] 



j?=— 



sin Jg)i 



_^ sin yi sin(q>i-{-/J(pi)Jpi'^- \ q^ sin z/y^ — sin y^ cos (yj+^yiMjil 



Jf = 



sin ziyj 



oder, wenn man im Zähler und Nenner dieser Brüche dmd ^' 
dividirt: 

. ^ V ^Q\ i sin^y. . , ^ ^Api. 

cosyiCos(yi+z/y, ) ;2r^— {/>i-^^+cosyiSin(yi+2fyi)2^l 



a: = 



^/?j 



sin ^yi 
ziyj 

sinz^yi 



y= 



sm yi sin(yi+^yi) j^ + {9i —J^ — " 



•sin tpx cos(yi +^y|)^l 



sinz^yi 
^9y 



Die Coordinaten der Punkte der allgemeinen Brennlhue im 
Kreises sind offenbar die Gränzen, denen die BrOche aifUj 
rechten Seifen der beiden vorhergehenden Gleichungen sich ilbffj 
wenn ^y sich der Null nähert. Ueberlegt man nun« dass« wv^ 
^y sich der Null nähert, sich natürlich auch ^/yj, der jNallBiM|j 
und bezeichnet der Kürze wegen von jetzt an die Cobrdinili^ *' 
Punkte der allgemeinen Brennlinie des Kreises durch x^g^f 
so erhält man aus den beiden vorhergehenden GleichnngeB^-i 
bekannten Sätzen der Differentialrechnung auf der Sielte: 
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oder 



j?= — cos 



7) 






Um nun die beiden Gleichungen 7) weiter zu entwickeln, er- 
giebt sieb zuerst aus den beiden bekannten Gleichungen 

Jf= — pcosq> — qshig), 
L = —'psinq> + q cos q> 

durch Differentiation nach q>: 

dK 



d<p 



=^p8\n(p — ycos<p= — Ly 



dL » ^ 

, S~^^ — pcosy — ^sinq?=Ä; 

mid aas der bekannten Gleichung 

L 



erhält man also 



sin0= p 



cos 7^— = 



Femer erhält man aus den beiden bekannten Gleichungen 

Pi =zp + (K+ Rcos ß) cos q> , 
^1 =: ^r -f ( Jf + Ä cos O) sin g> 

dorch Differentiation nach 9: 

g— -- JBsin % g—J cos 9, 

^=(if+iBco8e)cosg) + ^g /2sin©g-)8in9; 

also nach dem Vorhergehenden: 




»' ■ 
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-g£^:^r-(Ä+ Äco»Ö)sing>— (Z>+Ätaiigö)oa69, 

oder, wenn man 

L=zR0in0 



setzt : 






oder auch 






oder 



8pi:__ y fein (<p >f @ ) j_ y sip(y -f #) 

Sq) 7^~ cos sin ö * 

8yi_ y cos (y + Q) , y cos (y + Q) ', 
a^ "" ^ cos® ^^ sine ' 

^ ^--r-^+-^)sin(g,+ e), 
og? Vcos® ' sm®/ ^^ ^ 

Fuhrt man aber in diese Gleichungen für K und L ihre au 
Obigen bekannten Werthe ein, so erhält man ohne Schwier 

Endlich folgt aus den beiden Gleichungen 

^^y^=:C0S9 - COS ((f + 0) (COS0+ - V 1 — fi^siu 6«), 

?^=sing)— sin(9 + 0)(cos0 + -Vl-fi'»sine«> 

leicht 

sin (g) — g?! 4- ö) = (ft) sio Ä> 

und folglich, wenn man Jiach 9 differentiirt : , • 

(^_^.+e).(.-^^+||)=(^c«,e|^,,,:; 



COS 



tos 



I. i. nach d^ttr Obigen 

\r-^o7& S^;c««(9'-9'1+Ö)=(f*)ß. 

Jso 

- B^_..,K ( 1 _ (ft) \ 

dg)~ '^R (cosö coa(<p — <pi + e)i' 

Die Gleichungen 7) kann man auch auf folgende Art aus- 
Irücken : ^ 

ad oacb dem Vorber^^heodeii ist ottenhsur. 

§0 8^1 



«n^i^- 



8in 91 •* cos q>i 



dq) 



V""^i SflPi cos(g) — <Pi + Ö). . / . icvv / . AM 

y Yi ..^n— / ^ ii . «sin(y + 0)^orcos(qp + 6) ; 

siog)! 3g) sm@cos6 *^ ^^ ' ' ^ ^^ ■ '^ ' . 

1er 

8<p cos(g7— «i + 0). . , ^ y ^v 

«=:p, +cos<pig^ . sinQ cos ^^ ^'° (y+®)-y co«<y+»)l. 

Setzen wir aber der Kurze we^en von nun an, was offenbar 
verstattet ist, o=0, so erhaKen die vorhergehenden Formeln die 
folgende einfachere Gestalt: 

8g> 8in{qf+&)cos(q>'-(pi + S) 
o^=Pi +pcos(p, g^^ . «inacöse ' 

... Bq> sin (q>+ &)cos((p — OPi + 10) 

^fir 9=:0 ist aber nach dem Obigen 

Kz=z — pcos(py £=— /jsintjo; 
Jso 
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sin S Ä sin 9 



/( ^ H sing> '^ 810 9 

Folglich ist 

ag)""^""]«^^^^ JCOS0 cos(9)-9i + e)J 



oder 



-7r-^=l + cot<psin0 i H 7 



■ä^=i+«"*9'«'"®l^j;ie-cos(9)-g.i + e)i' 

woraus sich nach leichter Rechnang 

39?, sin (y + 6)cos (y — g>i + ^ )— (i^) cosysln 6 cosO 
&y sinycos6cos(g) — 9>i + 0) 

ergiebt. Fuhrt man dies in die obigen AusdrOcke von j?, jf 
und setzt zugleich 

sinö 
' sinq) 

80 erhält man 

' sin (9 +-0)00» (9--^ 

:r=;,,-/2co8(PiCos(9-9i+0)-i(-4:e)cos(9-^^ 

|y=^,-/?s,n9iC0s(9-9i +Ö)sii^q,:|--e)cos(9-q>i+e>-»c« 
Weil aber nach dem Obigen 



ist, so ist 

sin (9 + ©) cos (9 — 9i + ö) — (ft) cos 9 sin ö cos ö 
= sin(9 + Ö)cos(9 — (pi + 0) — cos9CosÖsin(9 — q>i +0) 
= cos sin (9+ 0)cos(9— •9i) — sin0sin(9 + ö)sin(9— (pi) 

— cos9sin0cos0cos(9 — 9i)--cos9cos0co8 6sin(9— 9i) 
= sin 9 cos 0^ cos (9 — 9,) -f cos 9 sin cos cos (q> — 9,) 

— cos9sin0cos0cos(9 — q)|) 

— sin9sin0cos0sih(9--9i) — cos 9 sin 0*^ sin (g)' — g>i) 

— cos 9 cos 0*sin(9 — yj 
= sin 9 cos 0^cos (9— *9i) ■— (cos 9 + sin 9siD 0cos0)8in(f-^) 
= sin 9 cos (9 — 9,) — cos9sin(9 — 91) » ' ■■ \ 

— sin 9 sin 0! sin (9 — 9, ) cos 0-|- cos (9 — 9^) sin 8} 

= sin 9| — sin 9 sin sin (9 — 9i + 0) , , J 
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ind folglich nach dem Obigen : 

V j ^ ^^ ^^ ^* ^sin^)! — sing) sin ösiii(9)--g)i 4-6) 

D • / . iQx sin ( ©+ ®) cos (© — (Pi + ß) 

y=qi — Ä sin (pi cos (g>— ^i + 9) ^^^ — - io - / /^x 5 

^ ■ . . ^ ^* ^sm^ji — sing)sinösin(g)-"yi-fö) 

der auch 

1^. j :*sing?i — sin9sin6sin(9> — qp^-l-O): 

I «-« ^ PaSr»«, sin (y ■+ 0) cos (y - yi + 6»)^ 
V ^ ^' ^* Sin yi — sin g) sin sm (<p — g>i + S) 

Für ^ = werden die Gleichungen 1): 

P 

f sin 0=—^ sin y; 

Pi z=:p — (p cos q> — R cos 0) cos 9>» 
^1= — (/>cosy — Rcos&)8\n(p; 

^j^=cos 9> - cos (9 + 0) (cos + - V 1— ft*sin02), 

5^^ = sin y - sin (y + 0)(cos + - V 1 — ft^sin 0«) ; 

d nach dem Obigen hat man auch die Gleichung 

12) sin(9-yi + 0) = (fA)sin0. 

Die Coordinaten pi , qx können . auch auf folgende Art ausge- 
lickt werden : 

, ^ 8in(y + 0> 
Px^p^rR gi„y cosy, 

^^ ^ p Sin(y+ 0) . 

^* sin y ^ ' 



it) 



er 



14) } Pl=/> + *sin(y + 0)coty, 
i qi^= Äsin(y + 0). 

Wie man diese Formeln zur Bestimmung der Coordinaten x, y 
r Punkte der allgemeinen Brenniinie des Kreises anzuwenden 
t» wifd einer weiteren Erläuterung hier nicht bedürfen. Wollte 
Mitdlf ^leicbi^ng der alls^emeiuen Brenniinie des Kreises zwischen 
n r^htwinkiigen Coordinaten a:, y haben ^ so mfisste man den 
inkel y ans den beiden Gleichungen 10) eliminiren, was aber 
i^rdiDgs in nicht geringe Weitläufigkeiten zu führen scheint. 



Für fiL=l ist 

cos q>i ;=cos 9? — 2 cos Ocos (9 + ö) * 
sin g^i = sin g> — 2 €08 (9 sin (9) + ^) 9 

also^ wie man leicbt findet: 

16) i cöS9i = — cos(9? + 26), 
( 6in9i= — sin(g>+2ö); 
folglich . 

cos(<p-^g>i + ©)=cos(9)+0)eos9i+sin(g)+ O) sin 91 

= - cos {9)+e)cos(9)+2ö) — sin(g)+ ©)Mn(9)+2 

= — COS0, 

I 

sin(9— 9i +6) = sin (^ + ©) -tos g>i — cos (g) + ö) sin^ 

= — sin(9+0)cos(9+2e)+cos(9+«)rio(9+8 
=sine. 

Daher ist in diesem Falle nach dem Obigen 



16) 



Aber 



also 



17) 



D / .oKÄN cos«^ sin(y+e ) 

ar =ü| — JK cos (op+20) -. » ^aa ■ ■ / •• "/t>^\ » 

^^ ^^ /sioi)p«iDV^^sm<i9>-f'BV) 

r n . ^ . A^ cos0*sin(g) + ö) 

[,y=^,-Äsin(g,+26>;^^^^^^^^^^^. 



sin g? sin 02 + sin (g>+ 20) 
=:«rin9)(&in0a4-coK20) + cosg?«in20 . 
ss^ ^cos 0^ 4- 2co« 97 sji» co$ # 
= cos (sin cp cos + 2 cos 9 sin 0) 
:= cos { cosip sin + sin (9? + 0) ) 
= — 4 cos 0ä( sin (9 — 0) - 3 fiSn (g? + 0) } ; 



.OD / .o/^x cos0sin(9) + 0) 
'' '' ' ^^ 'sin (9)—©) — 38m(q)+B) 



§.5. 

^ Bezeichnet m<in die Entfernung des Punktes (wy) -der aOgt 
meinen Brennlinie des Kreises von dem leuchtenden Pnokte dvd 
q; so ist ; 
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and folglich nach dem VorhkTgehendm , wie man leicht findet: 

18) ;^=lcos<p— -^^ ^^« ^ 8ini9^«sin9sinesin(<p-(p,+e)'^ 

, ; I sin (y -f e) _ ^.^ sm(y-f e)cos(y-~yt + Q)g 

oder 

Kß) 'hinig>+S)^ ='^^^^""^^^^^sin9,-.sin(psinesin(g,-<pi+ö)'* 

'F ^sing?! -sin9sin6>sin(9J — (fi+Sy ' 

i 

Dies ist die Polargleicbung der allgemeinen Brennlinie des Krei- 
ses in Bezug auf den leuchtenden Punkt als Pol nnd die von 
demselben nach dem Mittelpunkte des gegebenen Kreises gezo- 
gene gerade Linie als Axe. 

Setzen wir 

20) tang^:- wnycosCy-^yi+e)^ 

'' ° siii^ — sin 9 sin 8 sin (9> — 9i+ö) * 

so wird, wie man ieicht findet: 

(ä) '^ sin(y + 6) ^ =l-2cas(9)-<,^)tangÄ + tangÄ« 

= sec i?.* — 2cos(jgp — 9i)tangA 
1 — cos(<p— ^)sin2Ä 

^ €0S^ ' 

nnd folglich^ wean 

21) <ifd3Sli =5 — cos (9 - g>i) sin 2ß 
gesetzt wird: 

^ - 

/qX c siny ^'^^ /coS'^A ' 
\rJ •^shi(9+©)* ^\cos SlJ 

Also ist 

22) ^=+Ä.?™Ö5±«5.£2!^.V2. 
^ ^ — sinq> cosi2 ^ ' 

f 

wo man das Zeichen iniHier so zn mshmen hat^ dass q positiv wird. 

§. 6. 

Bezeichnet roaa die Entfernung des Punktes (xy) der allge- 
meinen Brennlinie des Kreises von dem Einfallspunkte (piqi) dorch 
r', 80 Ist 



20g 

r'«=:(a:-ft)«+(y-Vi)». 
und folglich nach dem Obigen offenbar 

^ sm g)i ,— siD (p sin ö sm (9? — 9?i + v; ' 
oder, wenn der Kürze wegen 

24) ©' = g>— 9i + e 
gesetzt wird: 

-^ — sin<pi -— sm^^sin^smtr 

wo man das Zeichen immer so nehmen muss» dass r' positiv v 
Weil oun aber nach 24) 

ist, so ist 

sin tpi — sin 9> sin 6 sin S^ 
= sin(9+e — ö')— sin^^sinÖsinÖ' 

— sing) cos® cos 6'+ cos 9 Bin (d—©')» ., 
also 

sin(g) + e)cos6'* 



# •• 



— sin 9 cos @ cos 6' -|- cos 9 sin (9 — B') 



und folglich 



sin (S — 0') _ , sin (9 + ö) cos 6'« sin g) cos ö cos »* 



=4 



R ~~ r'cos(p jRcosg» 

sin 0cos0'^ 



T 



J:tangg)cos0cos6^l ' -, — T-g )■ 



Nach dem Vorhergehenden ist aber 

^ sin y cos® co s 0' + cos g? sin (0 — 6') .-. 1 
■"* Äsin(g?+®)cos'€P "*"* 



smyc osöco s 



>HcQsg)sin (0-^6') sin (q>+«)eoBef 
Rsm((p-{-e)coae' :■ 



woraus man nach leichter Rechnung erhält: 

cos 6' 1 __ __ cos g? cos S^ sin y 
~V~^R-'^ Ä(sin(9 + e) • 

.US 



Also ist nach dem Obigen 



( 
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^ Ä ~* r* Ä8iii(»+e) ' 

in welcher Gleichung man das Zeichen so za nehmen hat, dass 
r* positiv wird. 

Bezeichnen wir ferner die Entfernung des leuchtenden Punk- 
tes von dem Einfailspunkte (piqi) durch r, so ist 

also oacfa dem Obigen ' 

27) ^=R^i^B(^±^l\ 

' ^ Sing) ' 

und folglich 

28) r=±Ä«£(?dt«), 
; -*- smy 

wo man das Zeichen so zu nehmen hat, dass r positiv wird, d. h. 
man muss das obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem 

^ sin(g) + e) 
sing) 

positiv oder negativ ist. Setzen wir nun 

^-^ smg) 
so wird nach 26) 

^, sin(e-.©0 , sinÖco^©'« , , , sin 6' cos ö« 
29) 5 = ± ;:r- (±) j ^ 

* 
I 

wo man in (J:) das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jer 
nachdem 

sin(g)+e) 
sing) 

positiv oder negativ ist, was sich immer leicht beurtheilen lassen 
wird 9 und dann in + das Zeichen so zu nehmen hat, dass r' po- 
ffitiv wird. Bei einer weiteren Betrachtung der merkwürdigen 
Gleichune 29) will ich mich jetzt nicht aufhalten, weil dieselbe 
schon bcKannt und zuerst von Petit gefunden ist. .Ich \ habe die- 
selbe hier hauptsächlich nur deshalb entwickelt, um die Kichtig- 
keit meiner :«ignen oben entwickelten Formeln an einer schon an- 
derweitig bekannten Gleichung zu prüfen, ohne mich jetzt auf eine 
weitere Betrachtung dieser letzteren Gleichung selbst einlassen zu 
wellen. Ueherhaupt gilt diese letztere Gleichung bekanntlich nicht 
Mms für die Brennlinie des Kreises, sondern für alle Brennlinien 
li^eiiieHi, wie man in dem angeführten Artikel des Mathemati- 
soen Würterbuchs sehen kann. . «::j 

Theil XI. 14 
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Die' Qt^^hung 22) kann man vi^egen der Gteichuiig 28 
auf folgende Ast i a«wi rücken : 



30) ,=±r.^.V2, 



COSi^ 

wo das Zeichen immer so zu nehmen ist, dass q pösttiv w 
Auch hat m^n nach .20) und dem Vorhergehenden die : 

«|v . Q sin y cos &^ ^ 

oi; Tang -^^ -«^j^cosecos©' + cos9Sin(0- 6') ' 

wo nach 12) und 24) 

32) sin e'sCfi) sine 
ist. 



$. 7. 

Den Fall, wenn die einfallenden Strahlen sämmtlich 
einander parallel sind, wollen wir nun noch einer besondere 
trachtung unterwerfen. 

Den Mittelpunkt des gegebenen Kreises nehmen wir \ 
als den Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems d 
an, lassen jetzt aber, was offenbar verstattet ist, die Axe 
den einfallenden Strahlen parallel sein, und nehmen den pof 
Theil der Axe der x von deift Anfange der xy oder dem I 
punkte des gegebenen Kreises an nach der Richtung der ] 
gung der einfallenden Parallelstrahlen hin. Dann ist für 
einfallenden Strahl, den wir uns wieder von dem Punkte {p^ 
gehend denken, in den Gleichungen 1) der Winkel ^-^^ 
setzen, wodurch wir erhalten: 

sin0=:-^; 
pjr=jBcosö, q^-r^q^ 
^ ^ ~5aL-.i_co8Ö(cos© + - Vl^^sinO«), 

Y^= -Sin ö (cos « -F - VI— fA»silie*")i 

LaHwen wir ntraiy kidetn wir^ was offenbar ver^rtattet ijit, 
dito' «idikliendlm Strahlen 'p als consta»t> betrachten^, ^ in af i 
flAmv »o mtigeD Ä,Pi* 9i$*9i respective in ^'s Pi'991'f 
v k m gdL eDip und wir erhalten aus deDT<«rbcfrgehendcfa<CHeidHifl| 
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BinB'—^i 



• / 1 

^j2k= - sin ©' (cos Ö' + - Vi— ^«sin 6'«). 



Die Gleichungen der geraden Linien, in denen die den durch 
die Punkte (pq) und (pq^ gehenden eiDfalienden Strahlen ent- 
sprechenden abgelenkten Strahlen liegen , sind' 

1 y— yi' = (^--Pi')tang9i' 
oder 

36) i ^"^^1 =(y— yi)cotg>i, 

woraus man, wenn wieder x, if die Coordinaten des Durchschiüitts- 
pankts der beiden in Rede stenenden geraden Linien bezeichnen, 
auf ganz dieselbe Art wie in §. 2. erhält: 

(yi^>— yi)cosyiCosyi^-K/?isinyiCOsyi^— Pi^cosy^siny^^O 

^ . ^~ sin (91 —91 ') 

(Pi — jgi)ginyisinyi^+(yiCosg>isinyi*— yi^sinyiCosyiO 

^~ sin(9>i' — 9i) 

§. 8. 

Man denke sich nun, dass q sieb um Jq verändere, und dass 
dadurch die Veränderungen 

J&, Jpi, Jqi, Jq>i 
von 

herbeigeföhrt werden, so hat man im vorhergehenden Paragraphen 

Pl'=Pl+^Ply 

^ setien, und erhält dadurch aus 37): 

14* 
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cos^iCos(g[7i +Jq>i)jdgi — {pi8inJ(pi'i-co8(pi»m(q>i-i'd(px)/!fpi i 

a? = — ' .■ — -z — — — ■ S • : 

sm /3g>i 

8inyisin(yi +Jg>i)Jpi +{gi sid ^(pi — sin (pi cosOpl'^-^^q>l)^gl ) . 

^ smJcpi ' 

oder 9 wenn man in den Zählern und Nennern dieser Brüche mit \ 
Jq>i dividirt: 






oder 



^ = — cos'9i2g^ + (pi f sing)iCosg)ig||),. 
y =z sin ^1-^+ ( 9i—»^n(Pi cosg^i g^) ; 

oy) =^ — — = sin cpi ^-^ — cos ooi K^^ > 

-^ cos g>i sm g)i ^* ög>i ^* dq>i 



oder 



^ cos9)x cy sing?i cq ^^ oq ^* 3y 

Aus der Gleichung 



folgt 



sin0^^| 



^80 1 80 I 

cos0ö-=3=-#i » ;r- = 



Sq R' 8^"~Äcose' 
Aus der Gleichung 

Pl=iRcQ8S 

folgt 



co8()c;iCos(9ji + ^^i)-^— ^Pi r^-+cos9)isin(9^+^9?i)-^) i 

' V ' : — -z ' ■> 1 

Sin ^91 : 



smg?isin(9i+^g)i)2^ + {ft — ^^j^ — sing'iC0s(9i+-^9i)2~-} 
^ sin^9i 

^9i 

Lässt man nun ^^r sich der Null nähern und ffeht zu den 
Gränzen über, so sind die dadurch hervorstehenden \Verthe von 
X, y die Coordinaten der Punkte der Brennlinie des Kreises, und 
man erfaHlt aus dem Vorhergehenden 
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Am. der Gleichuug 
folgt 

Aus den Gleichungen 

?!"^:== — sine(cose+ - Vi — ft^bine«) 
folgt leicht 

sin(yt-®) _ 
und aus der zweiten dieser beiden GleichuDgeo ergiebt sich 

also 

dg ■" 8^ Rcos(<pi-S)'~'R c cos0 cos(9i - &r' 
^ folglich nach dem Vorhergehenden 

I 

oder 

8<p, ft cos e+ Vi — ft^sin e^ 
3^"~ ÄcoseVi— f**sine« ' 

oder auch 

r, cose + - VI— ^^sinö'^ 

8^ ß* cos ©Vi -fi* sine« 

Weil Dun> viie man leicht findet. 



«^^9>i-g^- cosg>i -g^ = ^1^;^ 



ist, so ist nach dem Obigen 
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x-Rcose {. cosQ + ^Vl-ft«au.e 

(ft) (sin«'- ^- cos e V l-ftasin 6» ) ' ^ ' cos©V l-,t««n6« 

cos6 + ~ V 1 — tt*sinl 

(ft)sine(co8e+ i VT=:j?SHS?) ' ^ * cos e ^i - fi«sin> 



also 



fi cos 



oder 



,,, a:^J?cose cosQ+? Vl -^«sin«« 

sinÖ«- -cos0VT^fi*sin 6« 



... :r-iZcose «0«« + -^ Vl-/^''«".©^ 

sin 03 - - COS0V l-tt«siD0a 

= ~ ^ p . ^ =3—1*^81003. 

Aus der Gleichung 

^ sin 02 _ 1 cos VTVsin0ä 

=1 — fi3sio03 
erhält man nun zuv5rderst ohne alle Schwierigkeit 

1 — |«.2sin 03 (sin 0« cos VI— ft*sin0«) 

x:=iR , ^ ^ — 

COS0+- V^l— u«8in0* 

Es ist aber 

(cosd+ - VI— ^3sin03)V^l-f*»sin03 

= - — u(sin 0»— - cos V^l~fi«sin0«) , 
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abo 

fi* (sin 6* ,cos0 V^l— 'fi^siD©*) 

=l-f*(cos0+ - V 1— fi«sin0«) Vi— fi*^n0«, 

und folglich 

1— fi«siii0»(gin0a COÄ0 V<1 — #i* sin ^) 

=cas0*+ftsin0»(cos0+ - V 1 - fi2sin0«) V 1— j**SBiB». 

Daher. ist nach dem Obigen 

cos 0^ 
a?=:Ä{fisfai0*Vl— ^«siD0a4--7-' — 1 ;V ' — ^ 

^os0+- VI — 'fi^aln^ ■• 

1 , 

cos0*(cos0— VI— ft*8io0*) 

=Ä|fisin0«VT=^«sin0H ^ 1, 

woraus man femer ohne alle SkAiwierigkeit 



oder 



43) :r==:-^^Ä{cos0»~^(l-f**sin0«)ll 



^) :P + x^-aÄcos0» = j^Ä(l-fA«sin0*)l 



erhält. 

Aus der Gleichung 



I . 



folgt leicht 



Also ist 



D ' i:^ =1 — tt«sin0« 



45) y=:ft«Äsin0». 



-•«=V^i&=iV#' 



und folglich 



|i4*sin 



ine-V"^^'. 
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Ferner Ut 



cos 



^=^«i-^V"#'' 



f*V 



wobei man zu beachten hat, dass der absolnte WerÜi von 6 nie 
90^ übersteigt, folglich cos0 stets positiv ist. Also ist 



cos 
und daher nach 43) : 



«•=a-.\V*.'. 



46, «=^fiia-lV?,.-'-(.-V^«. ■ 

welches die Gleichung der allgemeinen Brennlinie <Ies Kreises für 
parallel einfallende Strahlen ist 



§.8. / 

Den Fall, wenn fi=l ist, d. h. den Fall der gewöhnlichei 
Zurückwerfung, müssen wir nun aber noch besonders betrachtei. 

In diesem Falle erhalten wir aus der aus dem Obigen bebofr 
ten Gleichung 



:r=Ä{ftsin0«Vl— fi2sin0a+- 



COS0* 



COS0 + - VI— f**sine» 



I 



leicht 



d. i. 



und nach 45) ist 



Also ist 



a?=Ä(sin0*cos0 + icos0). 



47) .r=:4Äcos0(l+2sin0«), 



48) y=ßsin08. 



sm 



e=V *. ».«•=Vl' 



olglich 



cos 



0=V(1-V^). 



Daher ist nach 47) 



.11" 
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3^ 4 

49) a: = J/?(l + 2\J)V(l-\ ^. 

Aus der Gleichung 47) folgt aber, wenn man quadrirt: 

4i?«=fi*cos0*(l + 4sin0«+4siD0*), 

also, wenn man 

cos 0*= 1 -— sin 0* 

setzt, wie man nach leichter Rechnung findet : 

4a:« = JB«(l:f 3sin0«— 4sin0«), 

nnd folglich, weil nach 48) 



sm0« = ^ 



ist: 



ö«~'=l + 3sm0*. 



oder 



Ä« 



^ ^^^ =3sine«; 



abo ist 



d. i. nach dem Vorhergehenden : 

Abo ist 

50) {4(^+y^— Ä»{* = 27Äy 

die Gl eic hmi g der BreonCnie des Kreises im Falle der gew5hnlf' 
dwa ZurfickweifoDg for parallel einfalleode Strahlen« 
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y= P(cos (5 + 1 sin *)," 

SO wird man för die in Rede stehende Betrachtung die VerSnder« 
liehe X alle möglichen eomplexen Werthe durchlaufen lassen^ und 
dabei fortwährend die zugehörigen eomplexen Werthe Ton y ins 
Auge fassen, mit der beständigen Rücksicht, ob nicht anter den 
letzteren auch der Werth y = vorkomme. Die Veränderlichkeit 
von a: aber ist an diejenige sowohl von o als von tp gebunden« 
und um. alle Werthe von a: zum Vorschein kommen za lassen, 
wird man nicht nur q durch alle Werthe von ^=0 bis ^^gd 
hindurchfuhren, sondern es wird zugleich daneben aach a aUe 
Werthe von einem beliebigen Werthe (p=zq>Q ausgehend bis 
q)z=mQ-{-27t ZU durchlaufen haben. 

Hält man zunächst und für einen Augenblick einen beliebigen, 
jedoch von den beiden äussersten Gränzen p = und ^=Q0 vep 
schiedenen Werth von q, welcher =^o s^i^ ^^^^^ ^d^ setzt dabei 
zugleich 9=97o, so hat man vermöge der Gleichung (1) sofort 
einen bestimmten gehurigen Werth von y, yz=:yQ, welcher in der 
Ebene der eomplexen Zahlen irgend einen gleichviel wo liegenden 
Punkt repräsentiren wird. Lässt man nun q> continnirlicn sich 
ändern, jedoch noch immer unter Festhaltung jenes Werthes P=(i^ j 
80 wird auch vermöge der Continuität der Function (1) derWenb ! 
von y continuirlich ein anderer werden, und folglich der dadnrdi ' 
repräsentirte Punkt in der Ebene der eomplexen Zahlen eine 
krumme Linie beschreiben, welche sich mit dem Werthe 
tp=iq)Q-{-^7C in sich selbst abschliesst, iodem hier wieder der 
anfangliche Werth y=yo zum Vorschein kommt. Wenn man nun 
endlich auch g sich ändern lässt, so wird jedem andern Werthe 
von Q eine andere Cuire der so eben beschriebenen Art zugehS- . 
ren , ferner vrird ein continuirliches Wachsen von q zugleich auch i 
einen continuirlichen Uebergang von Curve zu Curve zur Folge 
haben; und wenn man demnach jetzt die gesammte Succession 
dieser Curven von ^=0 bis q = (x> ins Auge fasst, so wird sich'f 
dabei entscheiden müssen, ob unter ihnen auch mindestens eine 
vorkommt, die durch den Nullpunkt der Ebene hindurchgeht miil 
mithin den Werth ^=0 in sich enthält 



3. 

Man betrachte abgesondert die beiden äussersten GräniflÜli^ 
welche den Werthen ^=0 und ^= oo entsprechen. 

1) Für ^=0 reducirt sich der Werth der Function (1) auf 

y = an, 

mithin degenerirt hier die in Rede stehende Curve zu einca 
Punkte, dessen Lage in der Ebene durch die von Mail nt* 
scbiedene complexe Zahl an festgestellt wird. Dieser Punkt U* 
det mithin den Ausgangspunkt für die mit wachsenden Werte» 
von Q zu Stande kommenden Curven. *mh 

2) Für ^=00 wird man zu dem entsprechenden BesaMB^ 
am leichtesten gelangen , wenn man zuvor die Gleichung (1) 
die Form bringt 
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woraus man fär ^ = od schliesst 

lim(^)=l. (3) 

Diese Gleichung spricht den in der Theorie der Gleichungen 
auch sonst vielfach zur Anwendung kommenden Satz aus, dass 
-die Function (1) desto näher mit ihrem höchsten Gliede 
zasammenfäiit, je grosser der Modulus 9 der Veränder- 
lichen w angenommen wird; welcher Satz mithin, da er an 
sich schon jedenfalls in der Theorie der Gleichungen bewiesen 
werden müsste, hier um so unbedenklicher benutzt werden darf. 

Statt dieser Gleichung (3) kann man auch schreiben 

wo € eine filr ^=qd verschwindende complexe Zahl bezeichnet; 
uid daraus hat man 

oder vermöge der Gleichung (2): 

y = ^* (cos nq> + 1 sin nq>) (1 + e). (4) 

Dieser Ausdruck führt nun sofort zur Kenntniss der näheren Be- 
•diafieoheit der oben bezeichneten Curven Ua denjen^en Fall, 
wo Q selbst ohne Gränzen zunimmt. Wie nämlich auch o beschaf- 
bn sein mag, so liefert jedenfalls der erste Factor des Ausdrucks 
(4), nämlich der Ausdruck 

^ (cos n(p-\-i An ntp), 

stets, 13r einen bestimmten Werth von p, einen aus dem Null- 
punkte der Ebene als Mittelpunkt beschriebenen Kreis, dessen 
Halbmesser =^ ist und dessen Peripherie itmal nach einander 
darchlaufen wird, während g> von 9=9>o ^'1^ q>=q>o + 27c sich 
ändert. Dieser Kreis ist nun zwar noch nicht selbst die hier in 
Frage kommende Cur^e, indem vielmehr zu deren Herstellung, 
vermöge des Ausdrucks (4), sämmtliche Punkte einer jeden ein- 
zefnen Umdrehung des Kreises zuvor noch eine Correction durch 
den von der Einheit verschiedenen Factor 1 + s, gleichsam eine 
Verschiebung in der Ebene, zu erleiden haben. Indessen da s 
eine mit den wadisenden Werthen von q unendlich abnehmende 
Zahl bezeichnet, also der Factor l-f-( g^g^n die Einheit conver- 
girt, so kommt eben deshalb die fragliche Curve einem aus dem 
Rallpmikt der Ebene als Mittelpunkt beschriebeoeD Kreise desto 
niher, je grosser ^ angenommen wiid, md fiUt «ndfich ^— frUs 
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lor yor nahe liegenden Fehlern zu hüten» scheint eine Hauptauf- 
gabe des Lehrers zu sein. In diesem Sinne mOchten sich Fragen 
wie die folgenden zweckmässig zu Aufgaben för Schüler eignen. 

1. Aus der Gleichung 

zieht man durch Wurzelausziehung 
woraus fblgt 

wShrend die gegebene Gleichung auch für jeden von a verschie' 
denen Werth des x Gültigkeit behält. Wo liegt der Fehl- 
Bchlass? 

2. Aus der Gleichung 

a — Vx = b 
erhält man 

die Probe aber gibt statt der identischen Gleichung» die sie lie- 
fern mfisste, die folgende: 

a — (6 — o) =ft, 

o=ft. 
Wo Hegt der Fehlschluss? 

3. Wenn man die Gleichung 

X — a=:0 
anf beiden Seiten durch x — a dividirt» &o erhält man 

X — g _ 
X — a o?— a 
oder 

1=0. 

Wo lieg^ der Fehlschluss? 

Antt^rküne. Der Widerspruch wird^ dem iSchüler in der 
R^l nodi sicbibarer/ wenn man für die Buchstaben bestimmte 
Zaolen setzt So z. B. wenn man in- der zweiten Aufgabe als 
gegeben afinninitt 



3— Va:=7, 
•0 erhält man x=\6, uAd dfe Probe Itefert »Toch 
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Von dem Herrn Doctor Dienger za Sinsheim bei Heidellierg. 



I. 

1 mcos q) 1 m^cosSy 1 m^cosS y 
3 i 5 1.2.3 +7 1.2....5" 



^ 1 m^-H^cos(2r+l)y 
•••^ ^^'^2r+3 1.2....(2r + l) 



e— m sin ()p -|- em sin 9) 

5—2 sin (m cos y) . cos 2g> 

em sin 9 — e — rnsin tp 

^-^ COS (m COS y) . sin 2^) 

K— COS (m cos y) . COS g> 

e— msintjp — ßmsln^) 

^— sin (r cos y) . sin y. 



II. 

Im sing) I m'sinSy Im^sinSy 



'ü 



+ 7 1.2....5 "• 1 



3 1 5 1.2.3 ^7 1.2....5 

<jm sin g) — e — m sin g) 

~ — 9~ä ^^® • (^ ^*^® y)cos 2y 

e-m sin 9) + gm sin 9) v . n 

2m2 sin(rcosy).8in2y ^ 

ß— rnsin 9) -|- gm sin 9» , 

H ^ ^ — cos (r cos y) . sin g> 

e—müng) — ^msin^ , 

gm ^j, cos (f) . cos y , 



wenn m'^O und 9 beliebig ist. 

III. 

(r+l) . l+Ur.~^+2l(r-l).^^-Q+Uir-^.^^ 

, .nOrMU 1 l'.3«....(2r-g)« ; 
-h .. .. + (lur + ij . 1 . ,^2 ^a . 6a.„.(2ra)(ar+2) ; ,. , • 

1" .3". 5".... (2r- l)''(2r+l)»(2r+l) 
- 22.4a.6«....(2r)a(2r + 2) 
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Miscellen« 



Bemerknogen zur sphärischen Trigonometrie. 

Von dem Herausgeber. 



Wir wollen uns ein gleichscheokliges rechtwinkliges sphäri*^^ 
es Dreieck denken^ dessen Hypotenuse a ist und dessen ein- 
er gleiche Katheten 6» b siod. Bezeichnen wir den Flächen- 
alt dieses sphärischen Dreiecks durch ^^ so ist nach einer 
:annten Formel der sphärischen Trigonometrie 

. . sin®6 1— cos*Ä 



cos *6 + 2 tangii/cos ft = 1. 

\i man nun diese quadratische Gleichling in Bezug auf cos 6 
unbekannte Grösse auf, so erhält man 

(cosö + tang -d/)* = 1 + tang V=?:sec Vi. 



cos 6 + tang ^ tÄ Jt «ec/^ , 
l hieraus 

JL X V ■ > . 1 + sin^ 

cos6=— tane-^+sec^=i:+ zr~^ 

sich nun fragt, welche Zeichen man 2u nehmen hat. Wenn aber 

0<6<90o 

» 80 ist nach den Principien der sphärischen Trigonometrie auch 
TKeil XI. 15 



V 
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0<B<90o, 
folglich 

0<2fi<180»; 
weil iiuD bekanntlich 

ist, 80 ist offenbar 

und cos fr, cosJ sind daher beide positiv. Wenn ferner 

ist» so ist nach den Principien der sphärisehen Trigonomet 

90o<i5<l80o, 
folglich 

1800<2^<360*>; 
weil nun bekanntlich 

ist 5 80 ist offenbar 

900<^<27(F, 

und cos fr 9 cos^ sind daher beide negativ Also habei 
cosz/ stets gleiche Vorzeichen, und weil nun l^sin^ij« 
positiv ist, so muss man in der Gleichung 

, . 1 Hh sin ^ 

— COS'«^ 

offenbar die obem Zeichen nehmen, d. h. man rouss 

,. , 1 — sin-^ 

1) cos fr = :r- 

'' cos^ 

setzen. 

Haben wir nun ein beliebiges rechtwinkliges sphärisch( 
eck, dessen Hypotenuse a ist und dessen Katheten fr, c s 
wollen wir uns über den drei Seiten dieses sphärischen D 
sphärische Quadrate beschrieben denken, und deren 1 
welche offenbar gleichschenklige rechtwinklige sphärische D 
sind, respective durch ^a, ^b, ^e bezeichnen. Dann ist i 

1 — sin^a 

cos a = -: — 9 

COSjJa 

, 1 — sin^6 

cos fr = :ji — , 

cos ^6 

1 — sin ^e 

cos C = :: — . 

COSi^c 
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Weil aber nach einer bekannten Forme! der sphärischen Trigono- 
metrie 

cos a = cos b cos c 

ist« 80 ist 

Q\ ^ — sinJa _ (1— sin^i6)(l— -sin^ic) 

^ COS^a COSi^ftCOS//c 

Da nun 

sin ^a= + yfl — cos*z/a 
ist, so ist 

lTVl->cos«zftf __ (l— sio^ft)(l— sin/Ze) 

cos ^a COS /Ib COS ^c 

folglich 

(1 — sin^6)(l— sinz/e) . , ./1 k-j- 

1 — ^ :r 1 COS //o=+ V 1— cos*-^«, 

COSz/ftCOS^e » — ▼ •» . 

also« wenn man quadrirt und aufhebt^ was sich aufheben iSsst: 

(1 — sin^it)^(l — sin^c)^+cos^i^tcos^^c . 
cosa-d/*cosa^c ^^^ " 

_ 2 (1 — sin ^») (1 —sin Je) 

COSz/ftCOS/io * 

oder, weil 

cos ^Jb cos ^Je = (1 — sin «^j) (1 ~ sin ^Jc) 
= (1 — sin jdb) (1 — sin Je) . (1 + sin Jb) (1 + sin Je) 
ist: • 

{(1— 8in^&)(l— sinz/e)-|-(l + sin^6)(l4-sin^c)lcos^c 

r= 2 cos Jb cos ^e > 

worsus sich leicht 

(1 -f sin^» sin Je) cos ^ia = cos Jb cos ^/c*, 
fUgfich 

«. . cos ^6 cos ^fe 

^> ^^«^•=l + sin^4sin'A 
eigiebt 

Femer ist 

cos ^a=± Vi — sin*^:/« , 
mid folglich nach 2): 

15» 
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also 



oder 



d. i. 



oder 



V^i— sin^/i«'" cos ^6 cos//c 

(l-.SIIl^a)a= e0S>^6C0S«^e d"-«*"*^^ 

1 ^g-. ^ (1— sin^/ft) (1-^sin ^e) ^, \ ^._ ^ ^ 



Also ist 



1 — sin^g (1 — s\nJb)(l — sinz/c) 

l-t-sin^a (1 + sin^ft)(l + sin^«)' 



. . (1+ sin Jb) (1 +sin^c) — (1 — sin Jh) Q. —ein Je) 

®*° ^""" (l+sin//ft)(l+8inz/c)+(l— sin^j)(l-8iD-(fc) ' 

woraus leicht 

.. , - sin^ft-f-sin/^e 

4) sin 27« =r **■; ; -j — ; — -p 

' l-fsinz/ftsinzfe 

erhalten wird. 

Ans 3) und 4) folgt sogleich 

ö) tanff/fa= -2 ^~ 

/ o » cos ^6 cos A 

I 

oder 

6) tangz/a= taiig//»sec A^ -f- tang/Zosec^», 
Aus 3) ergiebt sich auch leicht 

- , 1— cos(^»-|-/fo) 

1 +Sin//ftSin/7o 



d. i. 



J + coB^s ="T~; — :i — :3 — 5 — 7— > 

l-|-Sin^7i81UZ7e 



sm 5^a — 1 ; : ^j ; ^ > 
l-|-Sinz76SlD^e 

C0S*Jz7a=:i-j ; -ji — ; — -T- 

1 + Sin z76SiniJ< 



e 
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also 

7) tang«iz/„=^^^^Tp— ^. 
Naeb 3) ist auch 

8) seC jda ^^eh Ab sec ^e + taug /^h tang ^e- 

Die weitere Ausführung dieser ßetrachtungen , zu denen der 
Versuch, einen dem pythagoräischen Lehrsätze analogen Satz für 
rechtwinklige sphärische Dreiecke zu linden, Veranlassung gege- 
ben hat, in<$ge dem Leser überlassen bleiben. 



Bemerkangeii zar ebenen Trigonometrie. 

Von dem Herausgeber. 



Die bekannte Relation zwischen den drei Seiten und einem 
Winkel eines ebenen Dreiecks kann mau aus dem sehr leicht sn 
beweisenden Satze, dass in jedem ebenen Dreiecke die 'Seiten 
sich wie die Sinus der gegenüberstehenden Winkel verhalten , ana- 
lytisch auf folgende Art ableiten. 

Weil in jedem ebenen Dreiecke 

ist, &o Ist 

sin J ^sin(jB -f C) ==sin J^cos C-f cos iSsin C, 
cos-4 = -^cos (iB+ C) =— cos J^cos C+ sin i? sin C 

Nach dem angeführten ersten trigonometrischen Hauptlehrsatze 
ist aber 

sin^ sin^ sin C 

a- 6 c ' 

folglich 

sini?=*sin^=6ar, 
a 

sinC= 'Sin A^szcxi 
a 

wenn wir der Künie wegen 

sin^l 
argss ' •■ 
a 

«etzen. Also ist 

cos B==V 1—6*0:», co8C=Vl— d*j;*; 
veno Buoi nir die Quadratwurzeln 

pwifi? tder negativ nimmt, jenachdem respective die Winkel B^ C 
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spitz oder stumpf sind. Unter dieser Voraussetzung ist daiM 
nach dem Obigen 

sin A=i bx Vi - c^x^ + ca: V 1 — V^x^, 

cos A—bcx^" VI — 6®^*. Vl-c^a;*; 
also 

sinM=6«^(l— c2;ra) + c«;r«(l— 6«ar«) 

V 1 -i^^r«. Vi -caa:«=6car2— cos-4; 
folglieh 

sin^^l— 6«a:«(l — c^ar«) + c^^ir^Cl - 6*0?«) + 26ca?» (*!»•— cos J) 

= (b^+c^-'2bccosA)x^ 

=(62+c*-26ccos^)^^; 

also 

6?+c«~2i^ccos^ ., 

oder 

a2 = 62 + c2-26ccos^, 

welches die bekannte Relation zwischen den drei Seiten und eine» 
Winkel eines ebenen Dreiecks ist^ welche wir hier beweisen wollten 
Eine andere Behandlung dieses ganz elementaren Gegeostii* 
des s. m. Archiv. Tbl. II. S. 215. 



lieber den Verlust an Elektrizität durch 

die Luft. 

Von dem Herrn Doctor Dienger zu Sinsheim bei Heidelbefg. 



Da die elektrischen Körper bekanntlich ihre Elektrizität di 
die Luft nach und nach verlieren ^ so nimmt man bei den Ui 
suchungen mittelst der Drehwage gewöhnlich das arithmel 
Mittel zwischen zwei Intensitäten . die man an der gleichen S 
aber zu verschiedenen Zeiten, erhielt. (Man sehe z. B. Müller,] 
Lehrbuch der Physik und Meteorologie, II. Bd. S. 86.) 

Es scheint diess aber ganz genau nicht zu sein, Tielmehr |ffi 
Berechnung auf folgende Art geschehen zu müssen: 

Es sei die in einer unendlich kleinen Zeit t abgegang^ 
Elektrizität proportional dieser Zeit und der ganzen Ladang 
Anfanir dieser Zeit, was darauf zurückkommt , diese LadnDC wik'l 
rend aer Zeit r als konstant zu betrachten. Heisst also A die 
Ladung, so ist der Verlust in der Zeit t gleich mAt, wemi 
eine konstante Grösse ist, die von dem Zustande der Luft 
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SemDacb ist die Ladung zu Anfang der ziveiten Zeit r:A(l — mr), 
während der Verlust in dieser Zeit wieder ^(1 — mt)mr, also die 
Ladung am Ende der Zeit 2t noch A(l — mr)^ ist. Geht man so 
fort, so findet man, dass die Ladung am Ende der Zeit nv noch 
^(1 — wr)» ist. Nun ist 

(1 — wir)«= [(1— mr)""«^]-"»^ 

ivenn nv=zt eine endliche Zeit bedeutet. In dieser Voraussetzung 
ist n unendlich gross, während t unendlich klein ist.' Nach Cauchy, 
Differentialrechnung Seite 4., ergiebt sich, dass für r un* 

endlich klein (1 — mt) ^^ = 6, also für n unendlich gross 

(l--«ir)« = e— ^* 

■» 
st. Demnach ist die Ladung am Ende der Zeit t, wenn sie zu 
knfang derselben A war, noch A.e—"*^. Heisst B^ also die La- 
lung am Ende der Zeit 2t, Bi die am Ende der Zeit t^ so ist 

B^ = Ae-^^y B^=:A(r^^^, 
lemnach 

I. h. um die Ladung am Ende der Zeit t zu finden, wenn man 
lie zu Anfang' dieser Zeit und die zu Ende der Zeit 2t kennt, 
limmt man aus diesen letztem zwei das geometrische Mittel. 

Heisst allgemein A die Ladung zu Anfang, An die zu Ende 
!er Zeit nf, An\\ zu Ende der ^eit (n-f 1)^» ^«+2 'u Ende der 
ieit (r+2)^ so ist: 

An =Ae-''^^, 

An-^i=Ae-^^^^)*, 

oraus folgt: 

An-{^1 = V An*An-\^' 

Hiernach müssen also die Formeln, wie sie z. B. Lamö in dem 
ours de Physique de TEcole polyt. §.686. aufstellt, modi- 
Kirt werden. Setzt man m als klein voraus , so könnte man auch 
aben : 

An =^-4(1 — m«f + ....), 

^n+j = -4(1 — m(w+2)f +....); 

\mOf wenn man die höhern Potenzen als die erste von m ver- 
lU^hlässigt : 

A . An+An+ ^ 

i^h der gewöhnlichen Rechnungsweise. 
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Zur Vcrwandlong; der gemeiiieo Brüche i» 

Dezimalbrüche. 

Von dem llerxn Doctor Dieng;er zu Sintlielm bei Heidelberg. 



Da ich mich nicht erinnere, gelesen zu haben, wie man die 
Anzahl der Dezimalstellen bestimmt, die sich ergeben > wenn man 
einen gewöhnlichen Bruch in einen Dezimalbruch verwandelt, so 
will ich hier diese Bestimmung andeuten. Dabei setze ich immer 
Brüche voraus, die sich nicht mehr abkürzen lassen. 

1) Alle gemeinen Brüche, deren Nenner bloss aus den ein- 
fachen Faktoren 2 und 5 besteht, lassen sich genau .in Dezimalbrflche 
verwandeln. Diese Faktoren können jeder vielmal vorkommen, 
entweder beide Arten zugleich oder nur eine allein. 

2) Um zu unterscheiden, wie viele Stellen (nach der Stelle 
der Ganzen) der entstehende Dezimalbruch habe, müssen wfe 
folgende Fälle unterscheiden: 

d) Der Nenner enthält bloss den Faktor 2; alsdann enthält 
der aus dem Bruche entstehende Dezimalbruch so viele Stellen, 
als der Nenner Faktoren 2. 

b) Das Gleiche gilt, wenn man in a) statt 2 setzt 5. 

c) Der Nenner enthält sowohl den Faktor 2, als den 5. 

ä) Er enthält mehr 2 als 5; alsdann erhält der. Deximal- 
bruch so viel Stellen, als der Nenner Faktoren 2. 

ß) Er enthält mehr 5 als 2; alsdann erhält der Dezimal- 
bruch so viel Stelleu, als der Nenner Faktoren 5. 

3) Alle gemeinen Brüche, deren Nenner nicht einzig die ein- 
fachen (Prim-) Faktoren 2 und 5 enthält, lassen sich nicht senau 
in Dezimalbrüche verwandeln. Sie geben unendliche, periodische 
Dezimalbrüche. 

4) Enthält der Nenner nebst anderen einfachen Faktoren noch 
die Faktoren 2 und 5, so hat man die vier Fälle von No. 2) zu un- 
terscheiden. Alsdann enthält der Dezimalbruch so viele sich 
nicht wiederholende Stellen nach dem Komma, als der Dezimal- 
bruch im Ganzen Stellen erhalten würde, wenn die den Faktoren 
2 und 5 fremden Faktoren nicht vorhanden wären. 

Multiplizirt man alle einfachen, von 2 und 5 verschiedenen 
Faktoren, so enthält der Dezimalbnich nach den sich nicht wieder^ 
holenden Stellen höchstens so viele sich wiederholende SteJIen, 
als diess Produkt Einheiten enthält, wenn 1 davon abgezogen wird. 

Diese letzte Regel gilt auch für den Fall, dass der Nenner 
weder den Faktor 2, noch den Faktor 5 enthält; alsdann wieder- 
holt sich noth wendig die erste Stelle nach dem Komma. *) 



*) Man vergleiche den Aufsatz in dem Archiv. TM. I. Nr. XTL 
dem Herrn Dr. j. A. Arndt zu Torgau« 




relier die Complanatioii des elliptt' 

sehen und hyperbolischen 

Parahololdes. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Seh 15 milch 

an der Univenität sn Jena. 



Die Gleicfaungen des elliptischeD und hyperbolischen Parabo- 
des lassen sich bekanntlich in den Fonnen 

erstellen, und hier kann man die constantenfferaden Linien o» 6.« c 
e Achsen der Paraboioide nennen^ eine Bezeichnung» welche 
it der beim Eliipsoide gebräuchlichen, wo 

(f)"+(0"+(0"=' 

»■ 

t« «ehr gut übereinstimmt. Will man jene Achsen selbst seh^n, 
ft hnmcht man die in Rede stehenden Flächen nur durch eine 
beoe XU schneiden , welche der Coordinaten^bene xy in der Ent- 
tumg %=^c parallel läuft. Die Gleichungen der entstehenden 
dmitte sind dann 

»=(f)"-ar 

Jd folglich die Schnitte selbst eine Ellipse und eine Hyperbel 
H den Halbachsen a und 6. 

Theil XI. \ft 
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Um nun die gedachten Flächen zu compianiren, henutsei 
die^ allgemeine Formel 

=•• «=//«,V'+(i)" +(!)■• 

und hahen nach No. 1. für den Fall eines elliptischen Parabel 

und fiir den Fall eines hyperbolischen Paraboloides 

/'*^-2c /dz\ 2c 

\da;J—a^^' \dyj~ 6«*' 

Substitniren wir diess in die Formel 3., so ist in jedem Fs 



4. £1 =.ffdmdy\^ 1 +^ar« + ^y«, 

WO die Integrationsgränzen noch zu bestimmen sind. Wir bet 
ten nun folgende zwei Fälle. In Taf. VI. Fig. 1. seien OA^ 
und OC die drei Achsen a, b^ c der Fläche (hier eines ei 
sehen Paraboloides), so wollen wir die Grösse derjenigen SU 
ihres Mantels bestimmen, deren Projektion auf die Ebene Jrjf 
weder das Dreieck OAH oder den Ellipsenquadranten OÄ. 
ausmachen. Sind nun 0^==ar und MN=y die Coordinaten ir| 
/eines Punktes in der Ebene xy , so müssen im ersten Falk 
Gränzen für x und y sei gewählt werden, dass der Punkt N 
Punktß im Innern des f)reiecks GAB aber keine ausserhalb 
selben liegenden betritt. Da M unter dieser Bedingung zwis« 
O und 2^ beliebig liegen darf, so ergeben sich hieraus ßir jr 
Gränzen 

a: = 0, 07 = O^ == a. 

Hat man nun dem x irgend einen individuellen Werth OM in 
halb dieses Intervalles gegeben, so steht jetzt dem yz^MN i 
der Spieh^aum y=0 bis y=^MN' offen, da iV beliebig awisdiei 
und iV' liegen darf. Bestimmt man MN' ans der Prep« 
OA:OB=:MA:MN', so sind die Gränzen fär y: 

f 

t 

Substituiren wir diess in BJo. 4. un'4 nennen P die Fläche OÜBI 
deren Projektion auf die Ebene xy das Dreieck OAB aosma 

so ist [ 

\ 



235 

Wollen wir dagegen die Fläche OÜSVO berechnen, deren 
'rojektion auf £Cf^ der Ellipsenquadrant OAN"B^ CÜSV ist, so 
lassen die Grftnten für a; und y so gewählt werden, dasä der 
onkt N alle Punkte innerhalb dieses lÜlipsenquadranten, aber 
MDe anderen PunÜie der Ebene ay betritt. Die Gränaen für x 
nd ff sind daher 

.T = 0, xz=OA\ y=0, y=MN"; 
h. 



sr 



=t(», a?=a; y=0, »«6^ 1-^0)% 



h1 OJIf und JlfiV»' die Gleichung der Ellipse CüSV:=:^OAIPB 
ifried!gen müssen. Nennen wir Q die Flache OUSVO, so ist 
tzt: 

6. Q=J^dxl dy\ \^r^x^^r^y^. 

Man. kann diese Integrale noch etwas vereinfachen, wenn man 

B Substitutiorien x^=^^, y=^^V vornimmt. Setzt man nämlich 

No. 5. zunächst x=za^, so wird da:=ad^, und die Integrations- 

UMm-fiOr ^ bestimmen sich jetzt ans den Gleiehungefn ;f=0, 

B=a oder a|=0, a|=a; es wird daher zunächst 

ibstituirt man nun ^=617, so erhält man ebenso leicht 

le Gleichung 6. geht durch dieselben Substitutionen in die fei- 
nde über: « 

Da eis fai einem bestimmtea Integrale ' gleichgültig ist, mit 

dchem Buchstaben man die Variable der Integration Dezeichnet, 

darf man auch wieder x und y für. | und 17 schreiben; --^'' 

*cb zur Abkürzung 

Setzt, so ist nun 

8. P^zabJdxJ^dy^l-i-cufl+ßy 



\ 



\^% 
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und 

Es hätte zwar keiile Schwierigkeit, die iDtegrationen vx 
aussofähren, indem man die bekannte Formel fär 

fdy^ h + ky^ 

fSr h=^\-\-ax'^9 k=ß in Anwendung brächte» man würde abe 
bei auf iogaritbmische Funktionen kommen und sich die 
übrig bleibende Integration in Bezug auf x in eine sehr unbeq 
Form stellen. Wir scblaeen daher einen anderen Weg ttn» 
eher auf dem folgenden Theoreme beruht: wenn qKr^x) eu 
^=r sich annuUirende Funktion bezeichnet» so gilt die 61ei< 

10. / da: I dyf{x,y) 

worin 4ie Differenziation von 9(r,a*).in Bezug auf r partiell 
zufiihren ist *). 

I. Um hiemach das Integral in Mo. 8. zu redoziren» setze 

g)(r,a:)=r — a:, f(x,y)= V 1 + «a?*+/5y«; 
es ist dann 

und nach Substitution dieser Ausdrücke 

Durch die Substitution :t = rz ergiebt sich hieraus zunSchst 

ferner durch die Substitution r^ = ^ 

und durch Urokehrung der Integrationsordnung 

*) M* 8. mein Handbuch der Differeozialt nnd IiU|i 
' rechnuDg. !!• S. 154, 



I zur Abkürzung 

möge 5 80 da«s einfacher oder wenigstens compendifiser 

' P=\ab r dz 1 dg Vi + ug 

Man übersieht nun anf der Stelle» dass sich hier die Inte- 
>o nach g ausführen lässt; dieselbe giebt 



^=^«*/' 



^^V^HTio»-! 



u 



un statt u sein Werth aus der Gleichung 11. zu substituiren 

Man kann aber auch u sogleich als neue Variable ansehen 

imgekehrt z durch u ausdrücken. Es ist dann aus No. 11.: 



V(« + /?)M—«/3 



^enn ferner z=0 und z=l geworden ist, bat u die entsprechen- 
^erthe u^^ß» tt=a angenommen» und daher ist 



'=±i«6/ 



du V"(l+w)«— 1 



Reiches Vorzeichen hier zu nehmen sei» entscheidet sich aus 
Verhältnisse von a und ß zu einander. Setzen wir z. B. vor- 
dass a die grosste unter den Achsen a, 6, c sei» »o ist tt<^» 
die obere Integrationsgränze kleiner als die untere» und» wie 
: zu sehen ist, wird dadurch das Integral an sich (d. h. ab- 
len von db \ab) negativ. Da aber P seiner Natur nach posi- 
ein muss» so muss das Minuszeichen genommen werden; 
es ist» wenn man die Integrationsgränzen vertauscht» 

)urch diese elegante Formel reduzirt sich die Coroplanation auf 
blosse Quadratur» die man bekanntlich immer» wenn auch 
läherungsweis» ausführen kann. 

I. Um zweitens die Formel 10. auf das Integral in No. 9. 
«den zu können» setzen wir 
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i 

g)(r,ar)=Vr«--a;«. f(a!,y) = \ l+ax^ + ßy^; 
es wird dann 

und mithin nach Formel 10. und 9. 

Daraus ergiebt sich zunächst für ar=rz, wo z die neue Vaiii 
bezeichnet 9 

•' . 
feTDer.'darch die Substitution r'=9 

und durch Umkehrung der Integrationsordnung 

^""'"*jc' v'fe^ yi'*^^ VI +<«»(?+ (3(1 -*«)p 

wenn nämlich zur Abkürzung 

13. tt=a2« + P(l— «') 

gesetzt wird. Führt man nun die Integration in BeziefauDg M 
aus 9 so ist 



«=^-y:'vfe.^^^^?^- 



i • 



Behalten wir u als neue Variable bei und drücken z dnni 
aus^ so wird nach No. 13., wenn a>&, abo a<^ ist». 



=Vfe^.- 



( f 



■ ** - 
und daraus findet man sogleich >: . ^ 



.1» ' 



du n 



V|5_cV"^— ü' 
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v-i=?=V"s 



1» 

WeDD ferner 2=0 und z=l geworden ist, hat u die entsprechen« 
len Werthe ß und a angenommen; so erhalten wir dann 



Jß V(u-a)(ß-'U) 



V7r+«)^i 



u 



der durch Vertauschuug der Integrationsgränzen, wodurch das 
ntegral positiv wird» 



14. Q=\ah I ^ — 



V(l+u)»-l 



u 
as nicht minder elegant ist als die vorhin für P gefundene Formel. 



Theorie der Aberration. 

Von 

dem Herausgeber. 



Einleitung. 

In den ausfiihrlichern Lehr- und Handbüchern der Astronomie 
nd ^e Lehre von der Aberration hauntsächlich nur mit Rfick- 
sbt auf ihren praktischen Gebrauch in aiQser Wissenschaft dar* 
«teilt, und das Augenmerk vorzüglich bloss auf die Entwicke* 
üg möglichst bequemer Näherungsformeln zur Bestimmung des 
nflusses, welchen die Aberration in den verschiedenen Fällen 
ff die astronomischen Beobachtungen ausübt, gerichtet. Abge- 
hen hiervon hat aber diese Lehre jedenfalls auch fiir sich ein 
deutendes theoretisches und rein wissenschaftliches Interesse, 
d bietet namentlich auch manche interessante geometrische 
ssichtspunkte dar, was mich veranlasst hat, dieselbe in dieser 
Handlung einmal von dieser mehr theoretischen Seite ohne un- 
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« 

mittelbare Rücksicht auf ihren praktischen Gebrauch in der* Astro- 
nomie zu entwickeln 9 indem ich zugleich der Meinung bin, daM 
eine solche mehr theoretische oder geometrische Darstellung aneh 
sehr geeignet ist, eine recht deutliche Einsicht in die eigentliche 
Natur, des Gegenstandes zu vermitteln, und daher auch ftlr der 
eigentlichen Astronomen von Nutzen sein wird. Ich bin also in 
dieser Abhandlung absichtlich zunächst und ganz vorzCIglich aaf 
die Entwickelung ganz genauer Formeln, nicht blosser Nähnunn- 
formeln, und mit aller Strenge richtiger geometrischer Geseoa 
ausgegangen, habe jedoch dann auch noch gezeigt, wie sich a>i 
diesen ganz genauen Formeln auch mit Leichtigkeit bequemen 
Näherungsformcin fiir den praktischen Gebrauch herleiten lassei^ 
bemerke aber nochmals, dass man diese ganze Abhandlung doreb- 
aus mehr von der theoretischen als von der praktischen Seite aaf- 
zufassen hat, weshalb ich mich für jetzt auch bloss auf die B^ 
wegung der £rde um die Sonne und auf die Fixsterne beschr&nk^ 
die Bewegung der Erde um ihre Axe und die Planeten und CoiMt 
ten dagegen einstweilen unberücksichtigt gelassen habe, späterhii 
aber vielleicht noch einmal auf diesen interessanten Gegenstanl 
zurückkommen werde. Uebrigens hoffe ich, dass die von mir Li 
dieser Abhandlung entwickelten neuen Formeln wegen ihrer Ele* 
ganz, sowie überhaupt auch die ganze in ähnlicher Weise frflhif 
noch nicht gegebene Darstellung, wohl die Aufmerksamkdt dei 
Lesers einigermassen in Anspruch zu nehmen geeignet sein Yr&iau 



§. 1. 

In Taf. VI. Fig. 2. sei S ein Fixstern, der^ also seinen Ort 
selbst nicht verändert, und JE^o sei ein Ort der sich in ihrer elfip* 
tischen Bahn um die Sonne bewegenden, hier als ein Punkt be- 
trachteten Erde. Wenn nun die Geschwindigkeit des Lichte gtfOi 
die Geschwindigkeit der Erde nicht unendlich gross ist, sondeit 
zu derselben ein bestimmtes, endliches, messbares Verh&ltBtai 
hat, wie wir bekanntlich nach Rom er 's hui^hst merkwfirdiMr 
Entdeckung in der That anzunehmen berechtigt sind, so wird es 
Beobachter sein Fernrohr, wenn er dasselbe nach dem Steneff 
richten und diesen Stern wirklich in dem Fernrohre za G e ri d t 
bekommen will, offenbar, indem er sich in Eq befindet, nw 
direct nach dem Sterne 5 richten oder in die Lage der von m 
nach dem Sterne S gerichteten geraden Linie EqS bringen M* 
fen, weil ja, wenn er dies thun wollte, wegen der scho^* 
ihrer Bahn forteilenden Erde, da das Licht das Rohr des *^L 
rohrs nicht in einer völlig als verschwindend zu betrachteii^ 
Zeit durchläun;, dasselbe in der That gar nicht bis zum Ans;« ^ 
Beobachters gelangen könnte, sondern durch die Wände ^^•Ä 
dem Beolmchter zugleich schnell forteilenden Rohrs an%a^fa»ff 
und in seinem geradlinigen Laufe unterbrochen werden ^^j5 
was nothwendig in jedem Punkte der Bahn der Erde ^^^/J^ 
sein muss. so dass also der Beobachter den Stern übefhaiBP* K 
nicht zu Gesicht bekommen könnte, wenn er das Femrohr •5Sj 
nach dem Sterne richten oder genau in die Lage der von 
Auge nach dem Sterne gerichteten geraden Linie bringen 
was aber, wie gesagt, Alles nur unter der Annahme oder 
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rtzoDg seine Richtigkeit bat, dass die Geschwindidceit des Lichts 
egen die Geschwindigkeit der Erde nicht unendlich gross ist, 
Dudern zu derselben ein bestimmtes, endliches, genau messbares 
Whftitniss hat. Vielmehr mui^s der Beobachter, wenn er den 
tem wirklich zu Gesicht bekommen will, sein Fernrohr, indem 
r sich in Eq befindet, in eine solche Lage EqFq bringen« dass 
in Ton dem Stehie «S ausgegangenes und bei F^ durch das Ob« 
^ctiygias in das Fernrohr tretendes Lichttheilchen, indem das 
I Eq in die Lage J^o^o gebrachte Fernrohr von dem mit der 
irde in ihrer Bahn forteilenden Beobachter parallel mit sich seihst 
»rtgeßihrt wird, seinen geradlinis^en Weg in dem Rohre, ohne 
gend eine Hinderung von den Wänden desselben zu erfahren, 
lillig ungestört verfolgen, und mit dem Beobachter zugleich in 
inem gewissen Punkte E der Erdbahn anlangen kann. Es muss 
lao in Eq das Fernrohr in eine solche Lage £0^0 gebracht wer- 
en , dass das Licht die Linie FqE als einen Theil seiner gerad- 
nieen Bahn genau m derselben Zeit durchläuft, in welcher die 
irde den Tlieil EqE ihrer Bahn, den wir hier seiner Kleinheit 
egen ohne allen merklichen Fehler gleichfalls als eine gerade 
linie betrachten kOnnen, zurücklegt, oder es muss die Lage 
^oFq, in welche der Beobachter, um den 8tern iS wirklich zu 
resicht zu bekommen, in Eq sein Fernrohr zu bringen genuthigt 
it, so beschaffen sein, dass die hier beide als geradlinig betracb- 
»ten Theile E^^E und EF^^ def Bannen der Erde und des Lichts 
ich eben so zu einander verhalten,, wie sich die Geschwindigkeit 
er Erde in dem Punkte Eq oder E ihrer Bahn, — wobei man 
ur, was überhaupt nr>thig ist, wenn diese ganze Theorie in allen 
Iren Theilen mit völliger Deutlichkeit und Bestimmtheit aufgefasst 
od verstanden werden soll, nicht unbeachtet lassen darf, dass 
ier alle in Betracht kommenden Grossen , absolut genommen oder 
n sich, ausserordentlich klein sind, und dass es hier überall nur 
if endliche, völlig bestimmte, und eben deshalb mit vollkotame- 
Br Crenauigkeit messbare und angebbare Verhältnisse ankommt, — 
I der Geschwindigkeit des Lichts verhält. Dann wird das 
icfattheilchon mit dem sein Fernrohr nun ohne alle weitere Ver- 
Ickung der Lage desselben parallel mit sich selbst fortführenden 
eobachtcr zugleich in dem Punkte E anlangen, der Beobachter 
Ird in diesem Punkte der Erdbahn den Stern in dem Fernrohre 
irklich zu Gesicht bekommen, wird ihn aber, da wir annehmen^ 
189 das Fernrohr parallel mit sich selbst fortgeführt worden sei, 
cht an seiner wahren Stelle oder nach der geraden Linie ES 
blicken, sondern nach der Richtung des Fernrohrs EF, welche 
sr Liinie £0^0 p^irallel ist, zu sehen glauben, und seinen Ort am 
IflOTDel natürlich auch nach dieser Lage des Femrohrs beurthei* 
D und bestimmen, wodurch, da das Fernrohr des sich in E 
ifiiidenden und den Stern im Fernrohre wirklich zu Gesicht be- 
»ihmenden Beobachters keineswegs wirklich nach dem Sterne 
gerichtet ist, nothwendig Fehler in der Lagenbe^ttimmung der 
eetime am Himmel entstehen müssen , anf welche der Astronom 
labweislich gehiVig Rücksicht zu nehmen hat, so dass er die- 
^Iben bei allen seinen Rechnungen als ein besonderes Rechnungs- 
ement in Ansatz bringt, wenn die aus seinen am Himmel ange- 
ritten Beobachtungen und Messungen auf dem Wege der Rech- 
ing geisogenen Resultate auf diejenige Sicherheit upd Genauigkeit 
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den Annalen der Geschichte der AjBtronomie und der Naturw issen- 
schaften überhaupt gesetzt hat. 

Was wir hier bis jetzt bloss in allgemeinen Grundzügen dem 
Leser vor die Augen geführt haben ^ wollen wir nun in aen fol- 
genden Paragraphen mit der Kraft der mathematischen Analyse 
verfolgen, und unserer Darstellung dieses Gegenstandes, was ein 
Hauptzweck der vorliegenden Abhandlung ist, wenigstens zuerst, 
ohne uns eine Vernachlässigung irgencf einer Art zu gestatteo, 
den Charakter vollkommener geometrischer Strenge zu verleiheo 
suchen, was gewiss besonders geeignet ist> eine völlig deutliche 
Einsicht in die eigentliche Natur desselben zu bewirken und zu 
vermitteln. 



§. 2. 

Zu dem Ende legen wir zuvorderst ganz im Allgemeinen ein 
völlig beliebiges festes rechtwinkliges Coordinatensystem der xp 
zum Grunde, auf welches* wir die Lage aller Punkte im Raome 
beziehen. Die Coordinaten der Punkte Eq und E in Bezug auf 
dieses System seien respective JSq, Fq, Zq und X, F, Z. Die 
von der von dem Punkte E, als ihrem Anfangspunkte, ausgehend 

fedachten Linie EEq, welche wir der Kurze wegen im Folgenden 
urch R bezeichnen wollen, mit den positiven Theilen drderi 
durch den Punkt E gelegter , den primitiven Axen der x, y, ai 

Earalleler Axen eingeschlossenen, loO^ nicht übersteigenden Win- 
el seien a, ß, y. Femer seien (p, 'fff» % die 180^ nicht fiberetei- 
genden Winkel, welche die als von dem Punkte E ausgebend 
gedachte wahre, nach dem Sterne 5 gezogene Gesichtslinie ES 
mit den positiven Theilen dreier auf dieselbe Weise wie vorher 
durch den Punkt E gelegter, den primitiven Axen der or, jf, z pasalleler 
Axen einschliesst. Die Länge J^o^o ^^^^ ^^ ^^^ Fernrohrs sei L, 
und (pi, i/^i, %i seien die 180^ nicht übersteigenden Winkel, welche 
von den einander parallelen, als von den Punkten JE]^, jG ausgehend 
gedachten Linien EqFq, EF mit den positiven Theilen dreier, 
respective durch die Punkte £o, E gelegter, den primitiven Axen 
der Xf^yZ paralleler Axen eingeschlossen werden. Im Allge^id- 
nen sina also nach dem vorhergehenden Paragraphen q), ^, y die 
sogenannten wahren, dagegen q)^, if;^, ^ die sogenannten schein- 
baren Coordinaten des Sterns S, 

Nach den Principien der analytischen Geometrie wird die 
Linie ES, oder vielmehr die ganze gerade Linie, von welcher die 
von dem Punkte E als ihrem Anfangspunkte ausgehend gedachte 
Linie ES ein Theil ist, in ßezug auf das zum Grunde gel^ 
Coordinatensystem der xyz durch die Gleichungen 

' cosg? cos^ ^^^t 

charakterisirt. Die Coordinaten des Punktes Fq sind offepbar in 
völliger Allgemeinheit 

AJ^-fLcos^, Fq -^Xcos^l, Zo-M^eo»;^; 



245 

aod weil nun dieser Punkt in der Linie ES liegt » so haben wir 
Dach 1) die folgenden Gleichungen: 

ox Xo'-^+Lcosq>i Yq—Y+L cos tpi Zq—Z+L cos %i 

^ cos 9 cos^ cosjf 

Weil aber nach den Principien der analytischen Geometrie offenbar 

/ Äq — X=Rcosa, 
3) I Fo— r=ßcos/J, 
( Zq— Z==jRcosy 

ist^ so erhalten die Gleichungen 2) die folgende Form: 

-. iZcostf + Xcosyi A cos |?-f- Leos t^i Äcosy -f Lcosx i 

' cos 9 ^ C0S1/; cos;( 

Verhält sich nun die Geschwindigkeit des Lichts zu der 6e- 
•chwindiffkeit der Erde in dem Punkte E wie l:t\ so muss nach 
dem vorhergehenden Paragraphen 

EFoiEE^=zl:i, 

und folglich» da EEo^=R, und nach dem Obigen und den Princi- 
pien der analytischen Geometrie 

£Fo= V (2^— -X+Ih50S9>i)H( Io- F+£cosa/;i)H(Zo-Z+Lcosxi)* 
oder 

i;Fo=V(Äco8a+Ico89i)H(Äcos/3+lAM)si/;i)H(Äcos)4--Lcosxi)* 
tat. 

8) (cos « + 1^ cos q>i)*+(coBß + ^ cos ^i)H(cosy+|g cos Xi )* = j« 



Wenn man m den drei Gleichungen 

L ^ L ,L 

Gosa-f jiGos^i cosp+j^cos-^ cosy+-gC08;t, 

G0S9 cosif; cosx 

(cos« +;gcos«}Pi)*f(cos /3 + ^ costf;i)H(cosy + -g cos 3(i)*=|ä 

noch die aus der analytischen Geometrie bekannte Gleichung 

cos9* + cosi(;*+cos3[* = l 

Bimmt» so kann man, wie wir jetzt zuerst zieigen wollen, ans den 
^ bdumnt angenommenen GrOssen 
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«» ^» y; Piy *i» 7i 

die vier Grossen 

L 

finden. 

Ans der dritten Gleichung erhält man, weil nach den Piind- 
pien der analytischen Geometrie bekanntlich auch 

cos «^ + cos jS* + cos y*= 1 , 

C0S9i* + C0S^X* + C0S;(l*=l 

ist 5 nach gehuriger Entwickeiung derselben leicht 

l + 2(cosacosg)i4-cosj5cosi|;i +cosycosxi)j2+("gJ =-3|* 

Bezeichnen wir aber den, von den als von dem Punkte £ aaa- 
gehend gedachten Linien EEq und EF eingeschlossenen » Uff 
nicht übersteigenden Winkel durch Si , so ist nach einem bekans- 
ten Satze der analytischen Geometrie 

6) cos ©j = cos of cos 9i + cos ß cos if/i + cos y cos %^ , 

wo also, weil 

«* ß» y; 9^1» -^1* xl 

als bekannt angenommen wordien sind , naturlich auch Si' eine Be- 
kannte Grösse ist, und folglich nach dem Obigen 



l+2co»©,.| + (|)'=^. 



Bestimmt man aus dieser Gleichung des zweiten Grades die GrOsM 
-^ anf bekannte Weise, so erhält man . 



7) ^=-cos0i+| Vi— ««Sinei« 



oder 



8) ^=.— cosei±\ ^)*-sinei*. 



wo nun noch vorzüglich eine Bestimmung; nuthig ist, welchef 

Zeichen man in dieser Formel zu nehmen nat, die anf fotgende 
Art gegeben werden kann. 

r . 

Das Product der beiden Werthe von -g, welche di« Vortat 
gehende Formel liefert, ist ' 



cos 



»i'-«Ö)'-»'''^»"^=*-Ö)'=-^^ 
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und folglich, wenn^ wir nof annehmen, dass t kleiner ftis die Ei|i- 
heit ist, stets eine negative Grösse. Also haben die beiden 

Werthe yon -j^, unter der rücksichtiich des i so eben gemachten 

Toraussetzung, immer entgegengesetzte Vorzeichen. Ist nun 
cosO| positiv, so giebt das untere Zeichen in der Gleichung 8) 

Dir j^ einen negativen Wertb, und man muss also in diesem Falle, 

da -^ seiner Natur nach positiv ist, in dieser Gleichung das obere 

Zeichen nehmen; ist dagegen cos@i negativ, so giebt das obere 

T 
Zeichen in der Gleichung 8) für -p einen positiven Werth, und 

man muss also , da nach dem Vorhergeheoden das untere Zeicheki 
cfaien negativen Werth für diese Grösse liefert, indem immer beide 
l^erthe dieser Grösse entgegengesetzte Vorzeichen haben, auch 
in diesem Falle das obere Zeichen nehmen. Man muss also immer 
das obere Zeichen nehmen, d. h. man muss immer . 

. li, " ■ jr I . ' :i 

9) ^ = ~cosei+jV"l--i«sin0i« 

setzen. Wir sind hierbei von dem allein in der Natur vorkommen- 
den Falle, wenn i kleiner als die Einheit ist, ausgegangen, und 
^vollen" uns hier für jetzt der Kürze wegen einer weiteren Betrach- 
tung des in der Natur nicht vorkommenden Falls , wenn i der Ein- 
heit deich oder grösser als die Einheit ist, enthalten. 
Mittelst der Gleichungen 

.^ o I^ . i 

C08a-{-nC0»(pi cosp + ^costf;i cosy + ^cos;^ 
COS g) cos t/; cos % 

Und 

cos 9>* + cos tf»* + cos ^f* =s 1 

erhält man nun ferner leicht, mit Beziehunjg der obern und unti^rn 
^uf einander: 

10> 

cos a + ;» cos (pi 

V (cosa+^cos9)i)*+(cosjS+jgcos'?;i)H(cosy+jgcosXi)* 

cosp-f-j^cos'^ 
y (cos a+^cos 9i)H(cos^-f 3jCOB'^i)H(cosy+ jgcosxi)* 

cosy+jfoosxi 



y (cos a +]^cos 9i)®+(cosjJ+-gCOs '^ )H(cosy+ -g^oE T^f 
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also nach dem Obigen mit Beziehung der obern and untern Zeiclm 
auf einander: 

11) { COSl})=Jb*(C08|^+3jCOS'^l), 

L 

cos ;C = db i(coay+-^coB Xi) ; 

wo sich nun wieder fragt , welche Zeichen in diesen Formeln n 
nehmen sind , worfiber man auf folgende Art zu einer völlig be* 
stimmten Entscheidung gelangen kann. 

Die Coordinäten des Punktes Fq in dem zum Grunde gdcg? 
ten Coordinatensysteme der xyz sind nach dem Obigen 

Jli^-f Jt(Cos9i9 YQ-{-Lco8ilfi9 Zo-\-Lcosj(x; 

und die Coordinäten dieses Punktes in Bezug auf ein durch dei 
Punkt E gelegtes, dem primitiven Coordinatensysteme der xf» 

Saralleles System sind also nach der Lehre von der Verwandlung 
er Coordinäten: 

2[q--X+ Lco8g>i, Fo— F+Xcosif^i, Zo— Z+Xccsj^; 

oder nach dem Obigen: 

Rco8a-\-Lco8q>is Rcosß-t-LcoB'ilfi^ Rco8y+ Lcos^i; 

oder 

Ä(cosa+ j^cosg?i), Ä(cosj5-|--^cosif;i), JB(cosy+-gcosxi)' 

Die Coordinäten des Punktes iS in Bezug auf dasselbe SystOi 
sind, wenn wir der Kürze wegen £<S=2C setzen: 

2Ccos9, Kcost/;, Hco8%; 

d. i. nach dem Vorhergehenden > wenn man fiBr 

cos 9, cosif;, cos^ 

Are Werthe aus 11) setzt: 



X 



±Xi(C08ß + j^C08^), 

db Ä« (cos y + jö cos xi) ; 



-i I ...i :, 



.« 



■T' 



• • .. 



. "T J» ^ 



- 2^^::^ .. 






••— ■_ •• 






-j"^- 






aar 



:osi.Tr ^= ' -•** - 



.««A •• -^ •*•-* **. ""^j* T •^ 



'M*-"^^ .«."O^** — 



> .\^ 



-— "— «»n T' "". 



• -og-' = • 3* • — "»^ •• '-^-^ i • 



tlUfi 



:OS«!:^**J''*& * - ~ —"^ta T- - • 






-•i— r.>s* 



•ti» & 



> %^ • 



•• .^ * 



1. n uXj» 



■ iiMcR. lat Tttii ladi 2i ▼^an 



rm* ''^•*:,' 



^» 



tPtt nM; 



T>*\i 



1» 

u 

k' 

L 






:.#; 



2S0 

also^ wenn man quadrirt und addirt^ weil 

cos a* + cöB (32 -f- cos y»r= 1 , 

cos 9^ + cos 1/;* + cos x*= 1 
ist: 

(-n) =l + ii*— 2^i(cosacosg) + cosj3cast(^+cos7cog3^ 

Bezeichnen wir aber den Ton den Linien EEq and ES, i 
uns wie früher beide als von E ausgehend denken, äug« 
senen, 180^ nicht übersteigenden Winkel durch S, so is 
den Principien der analytischen Geometrie 

16) cos 9=cosc;cos^4'<^os^cos'4;-f <s^syc<^X« 
und folglich nach dem Vorhergehenden 



oder 



oder 



17) J==:Vl+ti«^2iicasa, 



18) ^=^|Vi+^-2i'cosÖ. 



Also, ist nach dem Vorherg^ehenden 

coscp — icosa 

cos qpi = > ■ Lg. > 

^^ Vl+i»-2icose 

cosi^ — icosß 

19) ^ «^9^~yi^j^_2icose' 

cosx~icosy 
COSYi = ■ / ■ 9 

^ Vi+i^a—'itcose 

wodurch unsere Aufgabe wieder gelöst ist. 



§3. 

Wir wollen nun den Mittelpunkt der elliptischen Erdbal 
Anfang der xyz, die Ebene der Erdbahn als Ebene der jsy 
die Hauptaxe'd^r Erdbahn als Axe der a: annehmen. Da 
Un Vorherffehenden offenbar ^=90^, cos 7=0 zu setzen; 
wenn wir Sie beiden Haibaxen der Erdbahn durch a, 6 be 
* taeii, 00 ist 

u 



9S1 



»)©'+(Ü" 



Gleicfaunff derselbeD. Die Gleichang der dorch den durch die 
srdioateD X^ Y bestimmten Ort E der Erde an die Erdbahn 
Bm^nen Berührenden derselben^ welche die Stelle der Linie 
S^; t4riteten kann^ ist nach der Lehre von der Ellipse bdkanntiicb 

Mli^hnen wir aber ctte 180^ nicht übersteigenden Winkel, die 

^eioe der beiden Theile dieser Ber(ihrenden^ in welche dieselbe 

I den Berührungspunkt E getheilt wird, mit den positiven 

en dreier durch den Berührungspunkt E gelegter, den pri- 

en Axen der x^y^z parialieler Axen einschliesst, durch a'^ 

90^; so ist nach den Principien der analytischen Geometrie 

ntlich auch 

' cosa' cosp 

J ^' Xcosß'-^YXiQact^^^Xcosß'— Fcos«^3^~"* 

fe Gleichung der in Rede stehenden Berührenden, und durch 
birgleichung dieser Gleichung mit der Gleichung 21) erhält man 
mht die beiden Gleichungen: ^ 

g^l l cosj3^ X 

ij: l 2:cosß'-.Fcosa'""a*' 

P- 24) < ^ , „ 

'\. ' I costt^ F 

■' ' ^cos/3'^Fcosa'-^"^P^ 

ffg, me man hieraus leicht findet: 

\ (X^^a^cosß'=zXYco8a' , 

ans diesen beiden Gleichungen erhält man durch Division 
b^Gleicbung 

X^ - a« /cos«' \« 



( F«— ftsfc) CO» «'zs AFcos /3' ; 



r ■ 



OAA Ag~a^ _/cos«'\ 

^) F«— 6«""Vcos/37 



Ivbiadet man mit dieser Gleichung die bekannte Gleichang 
' 27) co8«'* + cos/J'« = l, 

» ergiebt sich ^ 



1, 

:1 



■ ; .1 j 
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also 5 wenn man quadrirt und addirt» t?eil 

cos a* + cöB/32-f- cosj^r 

cos 9^ + cos -^ + cos %*: 

ist: 

( jö ) =l + fi*— 2^i(cosacosg) + cos|Scosi}^+cosycos3t). 

Bezeichnen wir aber den von den Linien EEq und ES, die wir 
uns wie früher beide als von E ausgehend denken, eingeschlot* 
senen, ISCM' nicht übersteigenden Winkel durch S, so ist nach 
den Principien der analytischen Geometrie 

16) cos9=cosacos9>-t-cosßcos'^-|-co8ycojs%, 
und folglich nach dem Vorhergehenden 

oder ' 






17) ^=^Vi+t^^^2iiCos&, 



R 



oder 



18) ^==|vl+i^~2icose. 



Also ist nach dem Vorhergehenden 

cos Ol — i cos ff 
COSg)i= ^ ■ => 

VTHM*-2ico8e 

, cos 11; — icosß 

^^^ ^ ^ Vl+t-a — 2icose 

coSQj— icosy 
COSYi s= ■ / • . == 5 

^ Vl + ia-.2icose 

wodurch unsere Aufgabe wieder gelost ist. 



.11 



§.3. 

Wir wollen nun den Mittelpunkt der elliptischen Erdbahn 
Anfang der a:yz, die Ebene der Erdbahn als Ebene der m, 
die Hauptaxe dcfr Erdbahn als Axe der x annehmen. Üann 
im Vorhersehenden offenbar ^=90®, cosy=0 zu setzen; o 
wenn wir die beiden Halbaxen der Erdbahn durch a, b bex^ 
neu, so ist 



an 



») e)'+(0' 



1 



Gleichung derselben. Die Gleichung der durch den durch die 
rdinaten Xy Y bestimmten Ort E der Erde an die Erdbahn 
»genen Berührenden derselben , welche die Stelle der Linie 
I vertreten kann^ ist nach der Lehre von der Ellipse bekanntlich 

21) -ä'«+p»=l- 

efchneii wir aber die 180^ Aiclit übersteigenden Winkel, die 
eine der beiden Theile dieser Berührenden , in welche dieselbe 
h den Berührungspunkt E getheilt wird^ mit den positiven 
ilen dreier durch aen Berührungspunkt E gelegter« den pri- 
Fen Axen der Xs yy t paralleler Axen einschliesst, durch a', 
90^; so ist nach den Prindpien der analytischen Geometrie 
inntlich auch 



' cosa' cosp 



cn\ <iogy cose/ _. 

^^ jrcosjS'— Ftosa'^'^JiCcosiS'— Fcosi^S^"** 

Gleichung der in Rede stehenden Berührenden, und durch 
'gleichung dieser Gleichung mit der Gleichung 21) erhält man 
er die beiden Gleichungen: v 

€08 ß' X 

2Ccos/3'— Fcoso^^a*' 

^cos P'— Fcos «' — ~J5 ' 
sr, wie man hieraus leicht findet: 

( JP— o^») cos |S' = ^ Fcos «' , 



«) ir^I 



(Fa--6sfc)cosa'=ifFcos/S'; 

I aus diesen beiden Gleichungen erhält man durch Division 
Gleichung 






rbindet man mit dieser Gleichung die bekannte Gleichung 

27) cos«'« + co6/J'a = l, 
ergiebt sich ^ 



IT* 



cosa 



tu 

Isten^ 2teia, 3ten, 4ten 
Quadranten die Cookdinäteo 

X und F . » 

respective 

positiv, negativ, negativ, positiv 
und 

positiv, positiv, negativ, negativ 

sind; so ist nach 4em Vorbeig^eniien . 
im Isten Quadranten: 

' "■ V^¥^f¥^' ''''*^ "".^ %/a^r^+b^x^' 

•fc , ' ■ * I 

im 2ten Quadranten; 

, tt«F • / ftaj: 

pn««' = ■ cosp= — ,, ■ ; 

im 3ten Quadranten: 

C08g= ,. ■ - , C08P' = ,. r ; 

im 4ten Quadranten: 

, o«F ^_ -, , b * X '" ".'" '' 

d. h. es ist immer und in völliger Allgemeinheit: 

oll C0Sft=' ;: . ' . -r>^ , C06P'£= '. j ■ r 

Nun sind aber unter den gemachten Voraussetzungen die Win 
d/, ß[ offenbar jv^t den aus dem Obigen bekannten Winkeln ft 
identisch, weiisich beide auf dje als von .£.^usg9b^nd gedac 
Linie EEq beziehen ; daher ist in völliger Allgemeinheit auch 

^N g^F ^ b^X .-v y 



Weil aber 



■ ■ f 



■X«=»= ^ (*»- F«) . F»»^ («» - 4:») 



«• y« + A«Jr« = 6«t a* - («i«— 6«) i:«) = 6« (0.4— eaJC«) , 
ii^F»+4«2:»=3«i»|6«+(a«~-6»)F»)s=o«<**+«*F«); r 

mm wir die Exceotricität derErdbaka dinch b^sEeiqlilieA^ AU^ 
igt Bach 32) in vdUiger Allgemeinheit 

00) cosa=--77=====, cosp= >. = ; 



oder 



;i .^ 






oder ameh 



^^ **"=V^P' ^^'*='"Va*-e^jr«' 



tto andi 



J 
I ■ * ■ 

Den positiren Theil der Aze der s^ wollen wir jetzt, wft»ofeir- 
bar ^erstattet ist, durch die Sonne legen, so sind nach den be- 
kannten Gesetzen der Bewegung der Planeten um die Sonne e , 
die beiden Coordinaten der Sonne, und nach den Piincipien der 
analytischen Geometrie ist folglich, wenn P das von der Sonne 
anf die durch den Ort E der Erde an die Erdbahn gelegte Be- 
führende, deren Gleichung nach 21^ 

ist, gef&llte Perpendikel bezei^linet, wie man leicht findet: 

•der nach dem 0big«D 



«1(0 









lad folglich 
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"> "»»VSiä 



Bezeicbneo wir nun die Crescbwindigkeit de» Liciiti Airch (B, 
die Geschwindigkeit der Erde in dem Punkte E ihrer Bahn, des- 
sen Geordinaten X, Y sind/ durch F; so ii^ nach d^jti OMgei 

(B:F=l:i, 
also 

"F 

38) t^^. 

Ist aber Vi die Geschwindiffkeit der Erde in. eifern. :beliebiee9 
anderen Puiikte £i. ihrer Bahn, dessen Coordinaten J^iy F^ siod» 
und Pi das von, der Sonne auf die Berührende der Erdbahn li 
diesem Punkte gefällte Perpendikel, so dass also nachiST). im" 



»»' ".=»^11^ 



ist; so ist nach einem aus der Theorie der Bewegung der. Pbiü'j 
ten um die Sonne bekannten wichtigen Satze, nach welchem skkj 
bei derselben die Geschwindigkeiten des sich bewegenden KS^{ 
pers in den einzelnen Punkten seiner Bahn umgekehrt ' wie dfe^ 
von der Sonne auf die durch die in Rede stehenden Punkte a& 
die Bahn gezogenen Berührenden gefällten PerpendUcel verbl^lteD % 

F:Fi=/\:P, ' ' 

also nach dem Vorhergehenden 



'. j 



4 ro*— eXi Afa^—ieX . 



'.■■1\ 



folglich 



woraus man sieht, dass das Prodüct:. 

7x 



•;: ii4\ 



■ij 






eX 



oder Fl 






ll* . I- 



eine constante Grosse ist, welche wir im Folgenden durdi 
bezeichnen, und daher, indem X^ F^ die Coordmaten eines" 



*) Dieser Satz gilt bekanntlich für jede Centralbewegung, vaA 
•ich z. B, elementar bewiesen in meinem Lehrbuehe der PhTi 
mit Torzüglicher Rücksicht auf mathematische Begrnnii 
Eritor Theil. Leipzig. 1845. §. 155. S. 315. . ,: i« 
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befiebigen PaDktei«'der Erdbahn^ und F^ . die Geschwindigkeit der 
Erde io diesem Pvnkie bezeichnen/ ^ ' 






setzen wollen. Dass diese Constante bloss von den Elementen 
der Bewegung der Erde üm.^ie ^nn» abhängt, und ihr numeri- 
scher Werth also aus den astronomischen Tafeln berechnet wer- 
den kami, braucht hier wohl kaum noch besonders erinnert zu werden. 

• B • • * . 

I - . . ^ 

Setzen wir aber femei' 

.41) ,.JC=7= J{. ; 



« ■ > h ■ . I 



(B 



wo'ilatdrlich aidcfa K eine'Codisr^nte bezeichnet, so ist haeli dtoi 
Voikei^ehenden, da auch ' ! ' 






eX 



i9^ K—y\ fW^ , 



iko. 



V 

(5 



< ■ . 



nnd folglich nach 38) : 

Bezeichnen wir jetzt die Entfernungen des Punktes E der fird-i 
bahn von den beiden Brennpunkten aersettien, in welchen die 
Sonne steht und nicht steht, d. h. die Vectoren des Punktes E 
der Erdbahn in Bezug auf die beiden Brennpunkte derselben, 
respectire durch r und r', sd-lsl nach den Principien des analy- 
tiseben Geometrie, wie leichterhellen wird, wenn man nur berück- 
siebtigt,- dass wir oben den positiven Theil der Aice der x durch 
die Sonne gelegt haben : 

r=VlPri)HTa, r' = V^(e4-2:)2+F*. 

■ • . ■ • • « 

Nun ist aber 

^, wie man leicht findet:. 



<l' I 



. »8 



d. i. 



' • ' i • . 
' ■ I • I / 



Weil aber e^a und auch der absolate Werth von 
grosser als a ist, so ist der absolute' Werth von eX imme 

eX 

i^;,a{|i q^, also der Absolute Werth von -— < iinmer kleiner 

und es sind daher offenbar 

^X ^, ßX 

a UM H + T^^ 

jederzeit positive Grössen. Also ist 

V(e+2r)a+F«=a+^; 
folglich nach dem Obigen 

.jji Bezeichnen wir eben so die Entfernungen des Punktes E\ 
IMbahn Ton den beiden Bjrennpuokten derselben, in denei 
SMoe steht und nicht steht, respective durch r^ und ri'; fi 

eXi a* — eXi 
Vi ^a— — ^=- — -^ — -^ 

^^ V, ^,eX, a^ + eX, . 



sbo 



_.- ■ 1 



i»v n «'— cJfi r,' g' 4- eXi 



92) 



and 



53) 



aT bX 

eF bX 



. „ u/oF bX , A 

tco«l9 =sä( -^coe^e— — costpl- 



Anch ist 



t • V • 



1 

/ 



Folglich ist nach dem Obigen 

\l^^ iHMi WM^ deaL Oj%9ii Y ,:- , \ 

V - •••■ ' ■ '-y 

g'F - bX . 

und feiglieh ) 

'■'■ ' ■■ « • ' ^ '■- bX 

COS P= . f 

ists 80 ist aaeb. 

./ 49) cos«=^;^.cos^=-^^; 

uno' folglich 

50) icos«=Ä-T-> icosp= — Ä — . 

1 . • ■ • 

.1 ■ • • / • ... 

Weil co9y=:P ist^ 90 ist pach 6) und 15) 

ftl\ j «os©i=±C0sacos^'4'«?8i8c*81(^V 
'0006 sscosaeo^m -f oos/^coa^;. 



1 • 



fi< 



i • • 



cos«— cos 6|C0S9)|.== .777y^sJn^* + ~"T7=3Cos9>iCos'«f'i, 
öos j5— cosÖi cos^i =— — ^=sin^i* — T-r7==;coag>ito8^i; 
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und 



I I 



55) 



l(C0Sa — COS^«OS^)= Kl-r-.8\fiq)i^'t C0fi9^00B^iJ> 



so wie 



54-) 



cos «— • cos S cos 9 = 



cos/? — cos€^cosi|^= — 



•^sini/;^ — 777==cosg>cos^; 



«Vi 



TT 



bVn^ 



und 



550 



i (cos a — cos cos q>j= ^( y~ sin 9* + — cos 9 cos ^h 



i (cos /? — • cos S cos ^) 



= -Kl— sin ^ + ^ cos 9 cos ^ Y 



Wenn nun a^ b, also auch 

■ . • ■ . ' ■ ■ ■ " 

e=Vaa-6a=V(a— 6)(a+6), 

und die Coordinaten X, T des Orts der Erde in ihrer 'Bahn ab 
bekannt aogenoiDmeKi werden , so kann man die beiden Hauptaiit .j 
gaben der Aberratioiistheorie, von denen schon. oben die Reue se- 
wesen ist, auf eine sich keine Vernachlässigung irgend einer Arf 
gestattende Weise durch die folgenden aus dem Vorhergehendet 
sich unmittelbar ergebenden Forruehi auflösen. 

Sollen aus den scheinbaren astronomischen Coordinaten fit 
Tj^i, Xi <li6 wahren astronomischen Coordinaten 9,' '^9 t abgeleitet 
werden, so kann man nach den folgenden Formefai rechnen: 



r=::^a- 



eX 



a 



eX 
a-i — — > 



a 



aY \ bX . 

cos 6]L = cos ff cq^ 9i 4- cos j? cos of^i ; 

cos 9=: cos^i V^l — i^sin 9i.*+ i(cos a — tos ®i costp^l 
,.^^,gö||;#==cost, Vl-i2sin8i«+i(cos/J- cos0icosi(;i), 
co«|=(iö»4i V^l— i^sinÄ*— icos Oicos^i. 



^1 

Sollen dagegen aus d<»n wahren astronomischen Coordinaten 
7> i^f^X die scheinbaren astronomischen Coordinaten ^j , tf/i , Xi 
aiweleitet werden, so kann man nach den folgenden F^rmefo 
rtclmen: 



eX , . eX 
a ' a 



i. ... 



.•=«vi= 



ar ^ bX 

oy rr' a\ rr' 

cos = cos « cos q> + cos j3 cos if^ ; 

r 

COSCP — ICOSOf 
.COSfl>|= ■ >! ; -j rrr, 

V^l + 2^--2lCOS0 

cost/;— icosß 
cost(;i= "^ 



r ": 



cosxi = 



cos 55 

Vl + f^— 2ic-s0' 



Man kann diesen Formeln leicht ncfch andere Gestalten geben, 
nnd sie zur nunierischen Rechnung hequemer einrichten, womit 
ich mich jetzt aber der Kürze wegen nicht weiter beschäftigen 
will, da es mir in dieser Abhandlung überhaupt mehr auf die 
Entv^ckelung der Aberrationstheorie im Allgemeinen,' als auf die 
ftr den praktischen Gebrauch zweckmässigiste Gestaltung derTMe? 
treffenden Formeln ankommt, worüber jedoch späterhin noch Eini- 
ges vorkommen wird. 

Wir Vollen nun aber noch den von den beiden, den wahren 
und scheinbaren Ort des Sterns S in dem Punkte E der Erdbahn 
bestimmenjien Linien ES und EF eingeschlossenen, 18(P nicht 
übersteigen>den Winkel, welcher durch Sl bezeichnet werden mag, 
bestimmen. Zu dem Ende haben wir nach den Principien der 
aoalytischen Geometrie die Formel 

ts Sl:=zcosq>cos g)^ + cos tf; cos'^i + cos%cos %i* 
Also ist nach 14), weil 



cos g^i* -|- cps i(;i* + cos %i*= 1 
und 

cos ©1 = cos a cos 91 + cos ß cos ^1 + cos y cos %i 
ist, wie man leicht findet: 



• '. » . 



SM» 

57) slAAs^tfsitiei. 

Femer ist nach 10), weil 

cos q>^ + cos 1/;* + cos x* = 1 
und 

pos 0=cosacos^-f'COs/?cosif;-|-cosycos% 

ist, wie man leicht findet: 



folglich 



5ö) cosiS&zs ^» t ^ ^. " • > 
' Vl + <*— 2icose 



59) siniS2 = 



Vl + i«-2icose 



Weil 



und 



1 
ist« 80 findet man leicht 



i COS öl = *:^^co8 9)1 — ^ cos ti^ , 
icos© =a("t~cos9 — — costf;! 



isinei=Jf Y f — (|ircosg)i~— cos.^i^ , 

OU) \ p. ■ . ' ■«♦ - '■ ^ 

islne =A:y 7-(^cosg> — — cosijij ; 

abo 

61) smSl-Ky ~— (^cos9)i-— cos^i) • 
Auch ist nach dem Obigen 



Prtx i. r^ /sin© 

62) tane Sl = ^ — ; s * 

^ ^ l — i cos ö 



und folglich 



63) tangÄ= ^„r AJt \- 

1— AI -T— cosgj cos^ I 



.:.h 



Für 7 = 90^ ist Dach der dHtten der Gleichungen 19), weil 
ekanntlicn cosy=0 ist^ cos;^:^0^ also ;(|=90^, und folglich 

=Xl P^^t^ %— 7(1=0' 

Pdr i=Ö ist offenbar ip:=z9ffi und -^^QO^^, also cö«Ö=0, 
Iglich nach der dritten der Gleichungen 19) 

i 1 ■■.•;: 

64) cosxi=>iT7=--> 



so 



65) aifiTi = ^ , 



\d folglich 



66) cos xi = 



> wie 



Vl + K^^-' 



67) sinx,= _IJL- - 



Auch ist in diesem Falle 

Endlich ist auch nach dem Obigen in diesem Falle 



cos iS2= " 



»•" v^:;^ 



^ 1 sin 52 = 



i*i 



tangÄ=i=Äy-. 

Wäre die Erdbahn ein Kreis, was wenigstens näherungsweise 
ler Fall ist, so wäre in allen obigen Fc^'mehi r=r' zu setzen, 
»wodurch sie einfacher werden. Die AWöitnng der diesem Falle 
antsprechenden Formeln aus den obigen ist Jber soein&ch .ui)4 
«kß, dass wir sie mglich ganz dem Uäer «tetlassidti ktftttt^ 
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....:§. 4.- . ,.••■...• 

( 

Durch einen beliebigen Punkt im Räume, wofür wirjailoeh, 
was offenbar Verstattet> ist, der Einfachheit wegen den MitiEelppnkt 
der Erdbahn, d. h. den Anfang des zum Grunde gelegten Coordi- 
natensystems setzen wollen, denken wir uns jetzt mit allen bei 
der stetigen Bewegung der E^de um die Sonne in den yerschie- 
denen Punkten ihrer Bahn nach den scheinbaren Oertem des 
Sterns gezogenen Gesichtslinien Parallelen gezogen, so Jbestiramenr 
diese Parallelen eine ihre Spitze in dem Mittelpunl^e der Erdbaihä 
habende Kegelfläche, welche wir jetzt einer näneren Untersuchung 
unterwerfen wollen. 

' Sind Xy y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser 
Kegelfläche, welcher in der durch deren Spitze geh endest geradmi 
Linie liegt, die der in dem Punkte E der Erdbahn nach dem 
scheinbaren- Orte des Sterns gezogenen Gesichtsiinie parallel ist, 
so ist offenbar 



X 



1 



cosfpi cost/;| cos;ji' 
und folglich, wenn wir für 

cos^i, costf;|, cos^i 
ihre Werthe aus 19) setzen: 

X y z 



cos 



cp — icosa cosi/; — icosß co's% " ' 



YTobei cosy = gesetzt, wprden ist, wie es in Folge der im vor- 
hergehenden Paragraphen eingeführten Specialisirung des Coordi- 
natensystems . bekanntlich geschehen muss. !Nun ist aber nach 
dem vorhergehenden Paragraphen ' 

icosa= K-^= J5:___^^, 

a ' WT^X _., bX 

icospz= — K — = — K-s v» 

. "^ ar a^—eX 

also nach dem Vorhergehenden 

V b{a^ — eX)x 



b (a2 -r e J:>cos q>'-Ka^Y 

,{a^—eX)y 
(a* - eX) cos i^ + KbX 

' z 



cos^K 









Bestimmt inan ai:|s diesen beiden Gleichungen die GrÜsaen'Xi'T, 
so erhält man nach leicht^t Rechnung 
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» 

Y— g^ (y cos % — ' z cos i^) 
"" e (y cos % — Ä cos i\i) + Kbx 

b^ (x cos % — z cos g>) 
e (y cos % — 2 cos •^) + Ül6z* 



F=- 



Folglich ist 



(JfeV a^(ycos3g — zcostf;)^ 
aj {e(y cos % — x cos t/;) + Kbzf^ * 

(F\* 6^(arcos^~-gcosy)^ 

6 / "*{c(y cos% — zcost/;) +JSr6z!^ ' 

mid weil nuD bekanntlich 

ist, so erhalten wir auf der Stelle die folgende Gleichung unserer 
Kegelfläche : 

70) a* (y cos % — z cos i/;)* + b^ (x cos % — z cos 9)* 

=:{e(yCOS% — ZC08'ip)+Kbz]^ 

oder 

71 \ /a? cos x — z COS y \ * / ycos;( — zcosip V 

i e (y cos x — z cos ^) + jffa j * 
^ i • 

Entwickelt man aber in der Gleichung 70) das Quadrat auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens , so bringt man diese Glei- 
chiing, wieil 

a« — ca = 6* 

ist, auch sehr leicht auf die folgende Form: 

72) 6{(a7Cos;t — 2Cosy)*+(ycosx — zcos'V')*} 
= 2Ke (y cos X — z cos ip)z + Jf *Äz* 

Durch einen Punkt, dessen dritte Coordinate h ist, wollen 
wir uns jetzt eine der Ebene der xy, d. h. der Ebene der Erd- 
bahn, parallele Ebene gelegt denken. Sind dann f, g, h die Coor- 
dinaten des Punktes, in welchem diese Ebene von der aus dem 
Mittelpunkte der Erdbahn nach dem wahren Orte des Sterns ge- 
xogeaen geraden Linie, deren Gleichungen 

X y z_ 






cos 97 C0S1/; cosx 
Bind, geschnitten wird, so ist 

Theirxi. 1» 
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f _ 9 ^ h 
cos^ cos^ cosx' 
also 

j, cos», coöt/;, 

' cos% •' cos% 

Legen wir nun, nm die Natur der Curve zu bestimmen» in wel-'] 
eher die Kegelfläche von der vorher mit der fibene der xy paral- 
Jel gelegten Ebene geschnitten wird, in dieser Ebene durch den 
Punkt {fgh) ein dem Systeme der xy paraiielefi CöordinatensysteB 
der x'y' ^ so ist nach der Lehre von der Verwandlung der Co<»- 
dinaten 

x=f^x', y=g+y'; 
also nach dem Vorhergehenden 



folglich 



COS9 COST^. , , 

cos % ' ' ^ cos % ' ^ ' 



X cos jf — Ä cos q)=x' cos %, 
3^cos% — Äcost/;=y cos%; 



und nach 72) ist also die Gleichung des in Rede stehen« 
Schnitts im Systeme der x'y' , wobei man nicht eiU übersehen hat] 
dass z=A EU setzen ist, offenbar 

73) b(x'^^-y''^)cos%^=z'lKehy* coHi-\-K%hK 

MultipHcirt man auf beiden Seiten mit 'by bringt das GHei] 
^Kbeky' cos % auf die linke Seite und addirt dann am beiden Sri-] 
ten die Grösse K^e^h^, so wird die vorstehende Gletchvng, 
man leicht tindet. 



6%'2cos f + (by' cos%— ÄcA)2= K^Qfl + e«) A«, 



d. i. 



74) b^x'^ cos f + {by' cos ^ — Jf eA)«^ K^a^h\ 

Nun lege man durch einen Punkt, welcher im Systeme dl 
1 die i'oordinaten ,r 



x'y' durch 



0, 



Keh 
6 cos 2 



bestimmt wird, ein neues, den Systemen der xy und jtV . 
leles Coordinatensystem der x"y"; so ist nach der Lenfe' 
der Verwandlung der Coordinaten 



x'^x\y'=^ 



Keh 
6cosx 



+*"► 
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also 

by' cos % — Keh = by'^ cos %, 

und die Glefa^hung des Schnitts im Systeme der a/'^' ist tolgfich 
nach dem Vorhergehenden 

oder 



«) '"+»™.=teti)'- 



"^Es ergiebt sich hieraus ^ dass der Schnitt ein Kreis ist, des- 
sen Halbmesser der absolute Werth der Grösse 

I Kah 



6cos% 



ist. Die Coordinaten des Mittelpunkts dieses Kreises im l^lysteme 
der jc'y' sind nach dem Vorhergehenden ' 

Keh 
"9 



b cos % 

^ BezädiDen wir also die Coordinaten des Mittelpunkts im Systeme 
4^ «ISF dbrch F, G, H\ so ist nach dem Obigen 

i F=f, G=g^r^^. B=h^ 

B 1» it % 6cos% 



a)so 



oder 



cos% cos% ' 6cos% ' 

76) F=£2i^A, G=*£^«fA. Ä=A. 

'^ cosx OCOSJJ 



Nennen wir die hier betrachtete Kegelfläche die Aberrations- 
Kegel fläche, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden unmit- 
telbar, dasS die Directrix der Aberrations - Kegelfläche ein Kreis 
Ist, oder dass die Aberrations -Kegelfläche eine gewöhnliche Ke- 
gdflädhe ist, wie sie in der Elementargeometrie betrachtet wird. 

Die Gleichungen der Axe der Aberrations -Kegelfläche im 
Systeme der xyz seien 

I x^Az; y=Bz; 

5^1 80 Ist nach dem Vorhergehenden 

FzziAU, G=ßH; 

dflo 

18* 
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und die Gleichungen der Axe der Aberrations • Ke^lfläche. 
folglich i" 



d. i. nach 76) 

78) 






X by 



oder 



79) 



cos 9 bcoBi\>-{- Ke cos% 



^ y 



cos 9 ^^^,,.,17« cosx 

cos 1\} + Ä7 



Sind H, Jb, (L ^\Q auf gewöhnliche Weise senommeneii 
Stimmungswinkel der Axe der Aberrations-Kegelnäche^ so si 



X 



y_ 



cos2( cos£ cosC 

die Gleichungen derselben, und wenn man diese Gleichongen 
den Gleichungen 78) oder 79) der Axe der Aberrations-ItegeM 
vergleicht, so erhält man mit Hülfe der Gleichung 

cos a^ + cos »2 _[. cos (£2=1 

für cos 2(, cos £9 cosC die folgenden Ausdrucke, in denei 
obem und untern Zeichen sich auf einander beziehen : 

6 cos 9 
cos2l=4- 



onx I ^ , 6cost/; + Jgg 

oü) < cosJB=-l- , , - -% 

\ -~V^62 + '2^6ecostf; + Äa«a 

^ . b cos Y 

cosC =+ '' 



Vä* j^ 2Kbe cos -i/; + K^e^ 

Durch diese Formeln ist die Lage der Axe der Abemfi 
Kegelfläche vollkommen bestimmt. Die doppelten Zeichen -In 
hier nur den Sinn, dass die Winkel 2C, J&, C entweder dem e 
oder dem andern der beiden T heile entsprechen können, iowe 
die Axe der Aberrations- Kegelfläche durch deren Spltee geti 
wird; die Lap^e der Axe ist aber durch diese Formeln immer ^ 
kommen bestimmt, wie schon erwähnt worden ist. 

Bezeichnet 6 jeden der beiden 180^ nicht übersteigenden li 
kel , weiche die Axe der Aberrations-Kegelfläche mit dereo Sc 
einschliesst, so ist 



*. 
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COS d=:cos9) cos3l -l-cos^GosS + cos ^cos (C^ 
abo, wie man mittelst des Obigen leicht findet : 

b+Ke cos %lf 



81) cosÖ=± 



V6* + 2Jf6ecosi^+Jf«c«' 



also 



ä$) 8ind== 



Ke sin t{^ 

' V6* + 2Kbe cos t/; + ä:««* ' 



«Dd folglich 



83; tangÖ=+ T-r-^^ — ^• 
y ö ~6-|-A6Cos^ 



Man sieht hieraus« dass 6 bloss von tf; abhängt, nämlich von 
^^ X onabhän^ ist. 



§. 5. 



IMe aus dem Mittelpunkte der Erdbahn nach dem wahren 
3 des Sterns gezogene gerade Lini< 
frirndtiven Systeme der a:yz bekanntlich 



Orte des Sterns gezogene gerade Linie , deren Gleichungen im 

b< 



84) 



0? 



1 



cos9> costf; cos% 



(Niid« wollen wir jetzt als die Axe der z^ eioes durch den Mittel- 
ikt der Erde als Anfang gelegten neuen rechtwioklig<gn Coordi- 
ensystems der x%yiZi annehmen. Legen wir nun nie Axe der 
Si dieses Systems in die Ebene der xy , d. h. in die Ebene der 
Erdbahn, so sind die Gleichungen derselben von der Form 

y^=-Axy z=0. 

Da aber die Axe der Xi auf der Axe der Zi, deren Gleichun- 
gen sich unter der Form 

cos 'ü) cos % 

^ cos 9 cos 9 

4^n4ellsn lassen, senkrecht steht, so haben wir nach den Princi- 
iPfm der. analytischen Geometrie die Gleichung 






d» u die Gleichung 



' cosq> cos9> 



COS q> 



woraus 
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. CQsy 

~" cosif; 

folgt, so dass also die Gleichungen der Axe der x^ im pru 
Systeme der xyz nach dem Vorhergeh endeo 

85) y=^ fa:„-2=0 

« 
sind. Bezeichnen wir aber die auf gewöhnliche Weise gen 
nen Bestimmungswinkel dieser Axe nach einer in der analyi 
Geometrie häufig in Anwendung gebrachten Bezeichnungsart 
{xxx)y (yxi), {ixi), so ist, weil die Axe der Xi in der Eb€ 
xy liegt, offenbar (zart) =90^, cos(z:ri)=0, und die Gleicl 
unserer Axe sind bekanntlich 

cos (v^i) ^ 

^ cos(arari) ' 

welches, mit den Gleichungen 85) verglichen, auf der St 
der Gleichung 

cos { yxi ) _^ cosy 
cos {xxi ) cos 1fr 

fährt, woraus sich mit Hülfe der Gleichungen 

cos g)*+cos i\f^ + cos %* = 1 
und 

cos {xx^jI^ + cos {yxi )* = 1 

sehr leicht die Formeln 

86) cos(xxi)=^-\-— — -9 cos(yari)=-t- . » co&(zXi) 

ergeben, in denen die obern und untern Zeichen sieh auf 
der beziehen. 

Bezeichnen wir jetzt die Gleichungen der Axe der y^ 
mitiven Systeme der xyz durch 

y=^A'x, z = B'x; 

so haben wir nach den Principien der analytischen Greomet 
diese Axe auf den beiden Axen der ari und Zi, deren &i 
^en aus dem Vorhergehenden bekannt sind, senkrecht stel 
Bestimmung der Constanten A' und Jff die beiden folgendei 
chungen : 

COSifl 

cosg) cosq> 
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od»r 



C0S1/; 
coatp CQsq> ' 



aus denen man sebr leicbt 



j,^ cosilß jß,_^ sin%* 



cos 9) cos 9 cos % 

eiliält^ 80 dass also 

cosi^ sinx* 



I 87) « = -X, z= --^ — X 

t ' ^ cos^ cos 9 cos ^ 

die Gleichungen der Axe der y^ im Systeme der xyz sind. Be- 
seichnen wir nun die auf gewöhnliche Weise genommenen Be- 
aümmungswinkei dieser Axe durch {xyi)^ (yyi), (^1)9 so sind 
die Gleichungen derselben auch 

cos(yy i)^ ^^ cos(iyi) ^, 
•^ cos (a:yi) ' cos (xyi) ' 

und die Vergleichung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 87) 
^ebt sogleich 

coa(yyi) costf; cos(zyi) sin %^ , 

cos (ar^i) cos 9) * cos (xyi) cos (p cos % ' 

woraus ferner mit Hülfe der bekannten Gleichung 

cos (xyi)^ + cos (y.yi)2 + cos (i^i )* = 1 

leicht die folgenden Formeln erhalten werden: 

cos 9 cos ;( 



cos'(a:^i) = + 



sinx 



gS) < ^ V . costf;cos;^ 

*^/ i C08(v«/i) = -l — r-- — -> 

cos(zyi) ::=:i=»tn2; 

in denen die obem und untern Zeichen sich auf einander beziehen* 
Wir. wollen nun im Folgenden ^ was offenbar genügt , in den 
Formeln 86) und 88) hloss die obern Zeichen beibehalten^ und 
denunifolge setzen: 

, . cos^ . ._ cosy / \ i\ 

cos(a!Xi)=:-^^f ^^sCy^i)=-^'^niT' cos(za;i)=:0; 

. cosg>cosy , ^ costl/cosif . . 

cos(fyi)=— ^---^. cos(2^^i)= 3|p^ # cos(2yi)=-smx; 

eoa(xzi) =cos<p, cos(^Xi) =^cosilf, cos(ai) ^ct«y. 
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Dann ist^ weil nach der Lehre von der VerwandinDg der Coodli- 
naten bekanntlich allgemein 

x=Xi cos {xxi) + y^ cos (^i) + z^ cos {pn{) , 
y =Xi cos (yxi) + y^ cos (yyi ) + Zi cos (yzi) , 
z=zxi COS (zxi) + jyi cos {ly^) + Zi cos (zi| } 



ist: 



89) 



cosil; cosopcosY 

coso) . costl;cos¥ , 

y=L — Xx . +yi T = + 2iC0S^, 

^ * sin;[ ^* sin% * * ^ 

« =-yisinx+2iC0S3[. ' 



Hieraus einlebt sich aber mittelst leichter Rechnung 



a;cos% — zcos9= 



cos li; cos 7 COSQ» 

* sin % ' ^^ sm % 



cosopcosv . cosii^ 

«C0S2 — zcosi[;=— a-i t- + Vi ■ » 5 

.VA T ' sinjf ' ^' sm% 



also 



(o? cos % — z cos g>)* + (y cos % — z cos 1/;)* = OTi* cos %■ +yi*, 
wobei man nur zu beachten hat, dass 



cos (p^ + cos i\f^ + cos X® = 1, 



folglich 



cos 9* + cos if;^ = sin 'j/^ 



ist. Also ist nach 72) die Gleichung der Aberrations-KegeUUde 
im Systeme der XiyiXi : 



=1Ke{xi 



90) 6(Vcos;t* + yi2) 

COS()0COS;( 



cosif;., . . 



sinju •'^ sm;{ 

+ Ä25(2^^sin;C-ZiCOSx)« 



oder, wie man nach gehöriger Entwickelung dieser Glai A iBg 
leicht findet: '^ 



373 

91) tej^cosx* V 

— 2Kexiyi cos tp cos % 

MCkwr COSOPCOSX* \ =0. 

' *^ sin^ 

— JP6ri«co8x« 

Denken wir uns nun die Aberratioos-Keeelfläche von einer auf 
. der Axe der Z|, welche bekanntlich von dem Mittelpunkte der 
[ Erdbahn nach dem wahren Orte des Sterns gerichtet ist, senk- 
V recht latehenden Ebene geschnitten , und nennen den Schnitt im 
Allgemeinen den Aberfations-Kegelschnitt, so^ ist, wenn 
jirir uns dessen Ebene durch einen Punkt, dessen dritte Coordi- 
^- late im Systeme der XiViZi durch hi bezeichnet werden mag, ^e- 
il^ denken, die Gleichung des Aberrations - Kegelschnitts un 
'ifiyiteme der Xiyi nach dem Vorhergehenden: 

92) bx^co^i^ 
+ (6 + 2Ä« cos -^—1^6 sin f)y^^ 
— 2Kexiyi ^^^ 9 cos % 
M9tr.h nr COS y COS X« \ =0. 

-2Ä^Äi cosx(e^^— if*ßinx)yi 

-K%h^^ cos f 

i: oder, wenn wir dßr Kürze wegen von jetzt an 

^1= 6cos;f*, 

ß= b + 2Ke cos ip — K% sin fy 

C= — Ifecosycos;^, 

^ * * 8m% 

£J= — Kh^ (c^?^ — JK smy) cos)^, 
*^ sm% '^ 

F=— JE«ftÄjL«cosx* 
setzen: 

94) i4V+^^i* + 2Criyi+2Z>ari+2%i+F=0. 

§. 6. 

I 

Um nun diese Gleichung des Aberrations - Kegelschnitts iu 
^JUtuliien, legen wir zuvOrderst durch rinen ganz beliebigen Puiik^ 
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dessen Coordinaten im Systeme der iri^i iwtchpi, ^ bezeichnet 
werden mögen, ^in diesem Systeme paralleles Coordmatensystem 
der oüi'yi y so ist nach der Lehre von der Verwandlung der Coor- 
dinaten 

95) ari=/?i + ^i', yi = ft+yi'; 

und wenn wir diese Ausdrßcke von Xi^yi in die Gleichnne 94) 
einführen, so erhalten wir nach leichter Kechnung die Gieicänng 



96) ^^/2+%i'^+2Gr/yi' 

+ 2(Ja + Cqi + D)x^' + 2(0?, + Bq^ + E)yy' 

+ Api^ + Bqi^+2Cpiqi+2Dpi +2Eqi+F 



=0, 



Die Coordinaten p« , qi des Anfangspunktes des Systems der 
Wi'ffi kommen nur in den drei fetzten Gliedern dieser Gleichong 
vor. Da nun pi , qi sich im Allgemeinen bestimmen lassen, wenn 
zwischen diesen beiden Grössen zwei Gleichungen gegeben sinil 
so liegt der Gedanke sehr nahe, diese beiden fQr jetzt an sick 
ganz willkiihrlichen Grossen so zu bestimmen, daas zwei der (bd 
letzten Glieder der obigen Gleichung, in denen die Coordlnatea 
Pi » qi allein vorkommen , verschwinden , wodurch die in Rede 
stehende Gleich un<ic bedeutend vereinfacht werden wurde. "' — 



bieten sich uns aber ganz von selbst drei verschiedene Wege 
dar, indem wir die Grössen pi , qi entweder so bestimmeD kön- 



nen, dass die beiden Gleichungen 



97) 



Api + Cqi+B=0, 
Cpi+Bq^+E=:0; 

oder so, dass die beiden Gleichungen 

Api + Cqi + B=0, 
Ap,HBqi^+2Cpiq^+Wpi+2Eq^+F=0; 

oder so, dass die beiden Gleichungen 

Cp, + Bq^+E=0, 



98) j 



99) 



Api^ + Bqi^ + 2Cpiqi + 2Bpi+2Eqi + F=0 



erfüllt werden. Den ersten dieser drei Wege wollen wir ab den 
einfachsten im folgenden Paragraphen nun auch zuerst betreten. 



§.7. 
Lösen wir die beiden Gleichungen 

100) \iP^+^'+f=l' 

^ ( Cpi + Bqi+E=zO 
in Bezug auf f^ , qi als nnbefcannts ISeuss^ aaf^ m 0ril4ip 
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{C^—AB)pi + CE—BD=0, 
(C»-AB)gi + CD-AE=Q; 



also 



,„,. BD-CE _ AB- CD 

IUI) Pi—-(pzrjB' 9^~C^-AB' 

Im 

Bezeichnet man den Wertb, welchen die Grosse 

Api^+Bgi^+2Cpigi + 2Z>p, +2Ey, + F, 
die man aber auch unter der Form 

d. i. wegen der Gleichungen 100) unter der sehr einfachen Form 

darstellen kann« erhält, wenn man in dieselbe für pi, Qi ihre 

obifi 

leicl 



obigen Werthe aus 101) einfuhrt, durch z/, so findet man sehr 
cht 



J02) z/= C^^AB "• 

Die Ausdrücke 101) und 102) liefern aber (ur o^, ^i, J nur 
dann endliche Yüliig bestimmte Werthe, wenn C^ — AB nicht 
versch windet, d. h. wenn 

C^—AB<0 

ist, und wir gelangen daher zu dem folgenden Resultate: 

Wenn C^'^AB^O ist, so kann man die Gleichung des 
Aberrations-Kegelschnitts immer auf die Form 

103) Axi'^+Byi*^ + 2Cxi'yi'+A=zO 

bringen. 

Der Fall, wenn C^—AB==0 ist, erfordert eine besondere 
Betrachtung, die aber jetzt für's Erste bei Seite gesetzt werden soll. 

Wir sehen aber schon, dass die Grosse C^ — AB für unsere 
ganze Untersuchung von grosser Wichtigkeit ist, und wollen die- 
selbe daher jetzt zuvorderst entwickeln. ^ 

Nach 93) ist nämlich 

C^ — AB 

= K^e^ cos gfl cosf—B cos %^ (b + 2Ke cos i(i — K^b sin f) , 

also, weil 

008^*C0S^=O08;^ — co«i(^co«3c* — co»x* 
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oder I 

eo8q)^co8')^=8in%^c6s^ — cos if;* cos 55* • 
ist, 

= Ä'« (6«+e«)sin%«cos %«- (62+2Ä'ftccosi;;+ >rVcostf;«)cosx», 

d. i. 

104) C^—AB=cosx^\K^aHmx^'^(b+i:ecQsili)'^U 

mittelst welches Ausdrucks von C^—AB sich leicht die Bedin- 
gungen aufstellen lassen würden , unter denen 

C^--AB=0, oder C^—AB<:0, oder C*— Jfi>0 
ist. 

Unter der Voraussetzung aber« dass 

C*—AB^O 

ist, erhält man mittelst der Formeln 101) leicht: 

Jfehi cos q> cos ^ (6 + A^e cos ^) 

Pi- (C^—AB)a\Bx 

jrAiCosx'tftecosif; — A'(6'sin%' + c*co8y*)} . 

*i— (C^-AB)8inx 

d. Uy wenn wir für C^ — AB seinen Werth aus 104) einführen: 

Kehl cos (p (b-{-Ke cos a(;) 

^*"- sin%tÄ^*a*sin%2^ (Ö+Ä'ecostf;^«} ' 

TTAi cos%{6ecosif; — ir(6^siny^+c^cosy*)} , 

^^"""" sinxlA-^o^sin^a-Cft + i'ccost/;)«) ' 

oder« weil 

6*sin %* + c* cos 9* 

=6*(sin;j* — cosg)*) + a^cos9*=a*cosg)* + 6*cos^ 

ist: 

Ji^eki c os y (& + Alg co s t);) 

106) <^'~ sin;c U^^sinf - (6 +ire cos t/;)«}' 

* _^ jrAi cos X { he cosT/; — K{a^ cos y^-|-6^cosi)y^)) 
^* ~ "" sin x\ ^^a^8inf—(b + iTe cos -<;)«} 

Hiernach ist auch 

l(m ö:=:=_ ecosy(6 + jrgcost^) 

' qi cos;({6ecosi/; — Ä'(6*sinx* + «•cos9*)} 
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oder 

\€^\ Vk—^ « COS g> (6 + iPc COS tj;) 

^ q\~ cos %t he cos 1^ — A:(a*cos y« + &«cos tf;«)}' 

welches Verhältoiss von ^^ unabhängig ist. 

Ferner erhält man nach 10*2) mittelst leichter Rechnung 

Ä26Äi«(6«+c«) cos X* 



d. i. 



^~ C^^AB 






und folglich nach 104) 

Immer junter der Voraussetzung , dass 

ist» in welchem Falle sich die Gleichung des Aberrations- Kegel- 
schnitts nach dem Obigen auf die Form 

110) ^i'a + Äyi'2+2Cri':5^i' + z/=0 

bringeq lässt» legen wir jetzt durch den Anfang der ^i'^i', dessen 
Coordinaten im Systeme der Xiy^ nach dem Vorhergehenden pi^ 
tfi sind» ein neues rechtwinkliges Coordinatensystem der Xx'yx'i 
liezeichnen den von dem positiven Theil der Axe dera?i^mit aem 
positiven Theile der Axe der a:i' eingeschlossenen Winkel» indem 
vi'ir diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der x^ an 
durch den rechten Winkel (^i'^iO hindurch von bis 360^ zälilen» 
durch £» und nehmen den positiven Theil der Axe der y^^' so an» 
dass man sich, um von dem positiven Theile der Axe der x-i* 
durch den rechten Winkel {x^ y\) hindurch zu dem positiven 
Theile der Axe der y^ zu gelangen» ganz nach derselben Rich- 
tung bewegen muss» nach welcher man sich bewesen muss» um 
von dem positiven Theile der Axe der x^' durcn den rechten 
Winkel {pc\y\\ hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y^^ 
zu gelangen. Dann hat man nacn der Lehre von der Verwand- 
lung de'r Coordinateh zwischen den Coordinaten der Systeme der 
Xi'yx und x^yx die folgenden Beziehungen: 

Xx = Xx cos % — yx sin ^, 
y^ .= x^'sm l + y^ cos \. 

Führt man diese Ausdrücke von Xx , yi in die Gleichung 110) 
ein» so erhält man nach einigen leichten goniometrischen Ver» 
wandlnogen 
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111) (Avos?+ Bsin^ + Wsin^cosQ^i"^ \ 
+ (A Bio S« + Bco8 f» - 2Csm I cos ^)y^''^ I _ 

— 1(^— Ä)sin25— 2Ccos2Jja:iV t 

+ -^ ) 

Soll nun das dritte, x^yx* enthaltende Glied verschwiDden, 
muss der Winkel ^ so bestimmt werden j dass der Gleichung 

112) (^-JB)sin2|— 2Ccos2|=0, ' 

d. h. der Gleichung 

113) tang2|=— g 

genügt wird, welches jederzeit möglich ist. Bestimmt man al 
I so, dass dieser Gleictiung genügt wird, so erhält die Gleichn 
des Aberrations-Kegelschnitts in dem Systeme der Xi'y^ die I 
gende Form : 

114) (^cos|« + ÄsinS« + 2Csin|cosD^i'^ 

+ (24sinja + J5cos^— 2Csin|cos|)3(i"» [ =0, 

oder 

115) (i4co8S2+J?ßin|a + C6in2Dari''a 

+ (24sin|2 + JBcosJ2-Csin2|)yi"a [ =0, 

oder, wenn wir der Kürze wiegen 

1 JM^=^cosg2+Äsin5« + 2Csingcoß|, 
^ e iV=:^sing»+Äco8j2-.2C8in|cos'| , 

oder 

117^ \ ^~ ^ ^^® I» + 1? sin I* + Csin 2|, 
^ ' jY=^singB + J5cos|a--Csm2| 

setzen» die Form 

118) JlfV*+2Vyi"a+^=:0. 

Aus der Gleichung 113) erhält man 

tangl _ C 
l^tangga— ^-Ä* 

also 

tangS« + — jT— tangg=1. 
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woraus sich 



119) lang I = r^c 



oder auch 



120) tang6= 



(A -B) + V{A — Ä)a+4C* 
ergiebt 

Weil ttun 

cos §*= T-;-x es, 

i^t« so ist« wie man leicht findet: 
oder 

COS c*ZZ+ — " ■ ■ n ' — • 

Es ist aber 

sin^=cos|*tang|*, 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

aifl F^ 1 ' ** ** ' ■■-■■■ i I — XMfc I Wi ■ I . 

^ ^{(4-Ä) + V(^--B)*+4C«lV(4— i?)2+4C» 
oder 

Also ist 

Wollte man nun 

sin|oo8|=l= 



V(^— Ä)« + 4Ca 
setsen, so wäre nach dem Vorhergehenden 



smicos |tang|=:s.ni«=± --^;^^^^=p^— ' 
da wir doch vorher schon gesehen haben« dass 
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ist Also mnss 

C 



siD|GOs| = ± 



V (A—B)^+AC* 

gesetzt werden. 

Führt man aber die so eben gefundenen Ausdrudce roD 

cosi', sini', sin $008$ 

i 

in die obigeo Ausdrücke von M und N ein, so erhält man nai 
einigen leichten Verwandlungen: 

Hieraus ergeben sich auch die folgenden Gleichungen : 

/ M+N= A + B, 
122) j M'-'N=± V (^— Ä)«+4C», 

Nach 93) ist: 

1 ^ + Ä= 6(1 + cosx*) + 2A:ccosi/;— «"«ftsin^«, 
^ I J— Ä=— 6sinx2-2^ccosif;+Ä:*6sin2* . 

oder 

r il + i?=26+2ifecosaf;-6(l + JS!:«)8mx*, 
^ i ^"-B=— 2J5rccosT/;-6(l-JE«)einx*; 

ferner 

125) (^~Ä)2 + 4Ca 

=(6sinx* + 2Är«cosi(; — *:26sinx2)2 + 4JEVcos9)«cosx* 

oder 

126) (J-Ä)a + 4Ca 
=(2Äccosi/;+6(l— iS:2)sin;c2p + 4iSf«c«cos9«ca»x** 

und folglich, weil> wie sich leicht zeigen lässt, 

cos ip* + cos qy^ cos ;u*=:sin 9* sin %• 

ist: 
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127) <il-Ä)» + 4C2 

=sm%«{6«8inx®+ 4Jf6«co8^-^2J?a(6«sin%« - 2ß«sin9«) 

— iK^e cos 11) + Jf 4fi« sin x« 
der ' 

VIS) (A—B)^+AC^ 
= sin %«{ 6«(1 - JE«)*sin x^+^beK(l-K^) cos ^ + 463«« sin 9«}. 

Wenn nun 
|il» so haben wegen der Gleichung 

Grossen 3t und JS offenbar gleiche Vorzeichen. Weil femer 
> C^ und folglich das Product AB positiv ist, so haben auch 
und B gleiche Vorzeichen. Nach 93) ist aber A positiv^ und 
ist folglich auch B, also auch A-l-B positiv. Daher ist 

A + B + \f(A'-B)^ + 4C^ 
4eofalls positiv, und die Grossen JU und N sind folglich nach 



f. 



italls positiv, und uie urussen m una iv sind toigiicn naco 
Obigen beide positiv. Nun ist aber, weil C« — AB'^0 ist, 
ch 109) offenbar negativ. Also sind die Grössen 



nach 109) offenbar negati 

A \, A 
5g und ^ 

üde negativ, folglich die Grössen 

njr und TEf 

M N 

e positiv. Daher können wir 

129) m=y/~^, .r^~^ 
n, woraus sich 

^ a ^-_ 2 

^^|iebt. Weil nun die Gleichung 118) sich auf die Form 




M N 

gen iässt? so kann dieselbe offenbar auf die Form 
rheil XI. 19 
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™' (^T+fe7=' 



gebracht werden^ und entspricht also in diesem Falle, wo C*—AB 
ist, eiYier Ellipse. 

Wenn daher 

I 

ist, so ist der Aberrations-Kegelschnitt eine Ellipse. 
Wenn ferner 

ist, so haben wegen der Gleiehang 

Sic Citüssen M und N offenbar unglieiche TorzelcheD. Abo 
neu wir 



131) «,=v^+^ „=V^ 



setzen, wo die obern oder untern Vorzeichen genommeD wc 
mlisseift, jenaehdem 31 posHiv oder negativ ist» da nSuBcfc 
IW) m ^orKegendeN Falle A offenbar positrv ist. Also ist 

A . „ ^ _ « 
und folglich, weil die Gleichung 118) auf die Form 

m N 

gebracht werden kann, offenbar 



"* (f) -(*^)'==f •■ 



so dass also die Gleichung 118) im vorliegenden Falle, 
C^ — AB'^O ist, einer Hyperbel entspricht. 

Wenn daher 

ist, so ist der Aberrations-Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Dass pi , ffi die Coocdioaten des Mittelpunkts der Aberrat 
Ellipse oder AI}errations-Hy])erbei sind,, braucht wohl kaum 
besonders in Erinnerung gebracht zu wenden. 

In der Küize woReii wir nun auch noch den FalLbetraiBbl^Qb i 
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ist. 

Die beiden Gleichungeo 98), nämlich die beiden Gleichungen 

Api + Cqi + D, 

sind jederzeit erfiUlt, wenn die beiden Gleichungen 

^Pi*+Äyi*+2Ciiiyi+2Z>pi +21:5^1 +F=0; 
d. i. die beiden Gleichungen 

erfüllt sind. Verschwindet aber A nicht, so sind diese beiden 
Gleichungen jederzeit erfüllt, wenn die beiden Gleichungen 

A^^^C^qi^^^'lACp^qi +24Z>pi + 2CZ>yi + Z>2=0, 
A^p^^ + ilByi«+2^Cjpi9i +2^Z)j»i + "lAEq^-k- AF=Q 

eifiillt sind. Da nun unter der gemachten Voraussetzung die Dif- 
ferenz dieser Gleichungen 

2(C2> - -AEO (/i + 1>2— ^F=0 

isty SO I sind die beiden Gleichungen 

Api^ + Bqi^+Wpiqi + 2/)pi + 2Eq^ + F=0 
jederzeit erfüllt, wenn die beiden Gleichungen 

2(C/>— ^i;)V +/>a— ^F=0; 

d. i. die beiden Gleichungen 

{Ap^-\^Cq^^rDf=0, 
2(CD'^AE)qi +IP^AF=0; 

4. i. die beiden Gleichungen 

Api + Cq,^D=0, 
'liCD-^AEjqi + JO^-AF^O 

irfffllt sind. Aus diesen beiden Gleichungen erhält man 

19* 
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A(CF-I)E) + D(CD—AE) 
133) i'""" , 2AJAE-CD) 

*''-2(/l£— CD)' 

welche aber für pi , q^ nur dann endliche völlig bestimmte Werthe 
liefern^ wenn die Grosise AE^CD nicht verschwindet, wodurch 
wir mit Rücksicht auf das Obii^e zu dem Resultate geführt wer« 
den, dass im vorliegenden Falle, wo C^-^^iB=0 Ist, wenn die 
Grösse A, und auch' die Grosse AE—CD nichj verschwindet», die 
Gleichung des Aberrations-Kegelschnitts immer auf die Form 

d. i., wenn man die obigen Werthe von p^ q^ einfithrt, auf die ' 
Form 

oder aiif die Form ' . , 

A^xi'^ + AByi'^ +,iACW9i +2(AE— Cö)yi'=0, 
also, weil AB=^C^ ist, auf die Form 

gebracht werden kann. 

Durch den Anfang der ^i'y/ wollen wir nun ein neues Coor- 
dinatensystem der x^"yx legen, den positiven Theil der Axe der 
Xx mit dem positiven Theile der Axe der x^ zusammenfallen las- 
sen, und die durch die Gleichung 

135) Jari' + Cyi'=0 oder .ri'=— -j^^i' 

charakterisirte gerade Linie als die Axe cler yx" annehmen. JJEnf- 
sprechee nun die Coordinaten |i', yiy und |j% %'' in di^ Syste* 
men der x^yx und x^y^ einem und demselben Punkte; so ist 
nach den Principien der analytischen Geometrie 

die Gleichung der durch diesen Punkt gelegten, der Axe der y-/' 
parallelen geraden Linie, und die erste Coordinate des Dureb- 
schnittspunkts dieser geraden I^inie mit der Axe der Xx' oder x^" 
ist folglich 

Es fallt aber auf der Stelle ia die Augen, daüs diese erste Cooe- 
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dinate unter den gemachten Voraussetzungen mit ^i" einerlei , und 
folglich 

igt Nehmen wir ferner den positiTen Theil der Axe der yi" auf 
der poBitiyen Seite der Axe der Xi' an, und bezeichnen den von 
demselben mit dem positiven Theile der Axe der acj ' eingeschlos- 
senen, 180^ nicht übersteigenden Winkel durch fi, so ist offenbar 
in völliger Allgemeinheit 

ri^' = rii" sin ft. 

Bntsprechen nun jt^'» Vi u°<^ ^\" > Vi" ^iD^m und demselben 
Punkte des Aberrations- Kegelschnitts, so ist nach dem Vorher- 
gehenden 

. Ax^" = Axi' -{- Cyi' , yi'=.v/sinf*; 

und nach 134) ist folglich die Gleichung des Aberrations - Kegel- 
schnitts im Systeme der x^'y^' \ 

136) J?Xj!"^-^'i{AE—CD)y^'sva^=Q. 

Also ist im vorliegenden Falle , wo C^"^AB=0 ist, und die 
Grossen A und AE — CD nicht verschwinden, der Aberrations- 
Kegelschnitt eine Parabel. 

Wenn in diesem Falle, wo A nicht verschwindet, AE-^CD 
' verschwindet, also 

C2-JÄ=0, AE—CD=0 

' it$t, so ist 

,,_C« j,_CD, 

H 
und die Gleichung 91) des Aberrations-Kegelsehnitts wird folglich, 
wie man leicht findet, in diesem Falle 

137) (J;ri+(^i)2+2Z>(Ja;i + Cyi) + ^F=0. 

Lost man diese quadratische Gleichung in Beziehung auf 
Axx -4' Oyx auf, so erhält man 

138) Ax^ + Cyi +Z>T V 1>2_^1F=0, 

wodurch entweder eine gerade Linie oder ein System zweier ein- 
ander paralleler serader Linien , oder gar keine Linie, überhaupt 
gar kein geometrisches Object dargestellt wird. 

Wenn A, und folglich wegen der Gleichung 
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auch C verschwindet y so hätte, wenn auch B verschwiode, d 
Gleichung 91) die Forin 

139) 2/>^i+2%i + F=0, 

und stellte also eine gerade Linie dar. Wenn aber B nicht n 
schwindet, so müssen wir versuchen^ die dritte der drei oben a 

gedeuteten Transformationen der Gleichung 94) in Anwendung i 
ringen. Die Gleichungen 99), nämlich die Gleichuiigeii 

sind aber jederzeit erfüllt, wenn die beiden Gleichungen 

(Cpi+Bqi+E)^ = 0, 
Api^+ Bq,^+2Cpiqi + 2Dp^ + 2Eqi +F=0; 

d. i. die beiden Gleichungen 

CVi* + B^9i^ + ^BCpiqi + WEpi + 2i?%x + £*=50, . 
ABpi^ + B^qi^ + 2J5C/?iyi + IBDp^ + ^BEq^^ +BF=0 

erfüllt sind, wobei man zu beachten hat, dass B nicht verschvi 
det. Die Dififerenz dieser beiden Gleichungen ist aber 

2(CE^BD)pi + E^''BF=0, 

und unsere beiden ersten Gleichungen sind also offenbar jedenl 
erfüllt, wenn die beiden Gleichungen 

Cpi + Bqi+E=0, 

2(CE-^BD)pi+E^'-BF=0; 

d. i., weil C=0 ist, die beiden Gleichungen 

1^: Bqi+E=0, 'lBDpi^E^ + BF=0 

erfUllt sind. Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

E^ — BF E 

140) Pi=-2S5~'^ ^i^-^B' 



IBIT' yi^"^»' 

erste für pi aber nur daaii M 
Werth liefert, wenn D lucltf 
gesetzt, kann nach dem Ob^l 



von welchen Ausdrücken der erste für 
endlichen völlig bestimmten 
schwindet. Dies also vorausgesetzt 
Gleichung 94) auf die Form 

oder vielmehr, weil A, C beide verschwinden, avf die FoOl J 

141) %i'2 + 2/>a:i'=0 
gebracht werden, und entspricht folglich einer Parabel 
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if Wenn ^ Ttna^hwindet) «o bat» weil auch A und C veirsckwio 
faf die deichnDg 94) die Fotbi 

142) Äyi« + 2£3(i+F=0, 

rf sod giebt durch AuflusuDg nach yi als unbekaobte Grosse: 

143) yi=: g , 

wdche Gleichung entweder eine der Axe der Xi parallele gerade 
Lmie oder ein System zweier der Axe der x paralleler gerader 
Linien darstellt, oder gar keine geometrische Bedeutung hat. 

Die weitere Ausführung dieses * Gegenstandes würde diese 
Abhandlung zu sehr ausdehnen, und kann auch füglich dem eig- 
nen Fleie^e des Lesers überlassen werdenv Hauptsächlich würde 
es zunächst noch darauf ankommen, in die vorher entwickelten 
allgemeinen Formeln för ^, B, C, />, £, F ihre Werthe aus 
d3) einznführen, w.as an sich keine Schwierigkeit hat, eben des- 
halb aber fSglich ganz dem eignen Fleisse des Lesers überlassen 
werden* kann. 



§.8. 
Unter der Voraussetzung, dass K, und folglich auch 

▼ r 

eine sehr kleine Grosse ist, wollen wir nun aus den im Vorher- 
gehenden entwickelten ganz genauen Formeln, indem wir uns bei 
denselben klewe Vernachlässigungen gestatten, einfachere Nähe- 
rungsformeln abzuleiten suchen. 

Wenn wir in däi Formeln 

cos g> = cos 9>i Vl'--t^sin öjL^ + i (cos «— cos Si cos (pi ) , 
cos ip = cos ^i Vi — i*sin ®i* + * (cos ß — cos ©j cos i/^i ) , 
cos % = cos %i V t — i^sinöi® + i(co8 y — cos ®i cos Xi) 

alle Glieder, welche in Beziehung auf die sehr kleine Grösse t, und 
also nach dem Obigen auch in Beziehung auf die sehr kleine Grif^f&^ 
Kvojk der zweiten Ordnung sind, vernachlässigen, so erhalten wir 

Icos <p = cos q)i -{- i (cos cc — cos öj cos q>i) , 
cosi(;=:cos^ji + «(p<*si/S — cos6iCosif;i), 
cos % = cos Xi + ^ (co* y — co4 &i cos Xi) 

oder 
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145) { cos-^—- costf;i==i(cos/S— 'Cos®iCO*siJ;i), 
CO» X — cos %i^=i (cbs y — cos ©i cos xi ). 

Nun ist aber überhaupt ' • 

cosM— cososs— 2siii4(M+t?)sinJ(tt— tj) , 
und 

also 



- •. ■ f • ••■ • 



sin4(M+»)'=siDMCos|(t« — «>)— cosMsinl(M— -ip) ; 
= sint)cos|(tf — ») +cosüsin4(tt— «),' 
uiiä folglich 

cosM-i-cost>= — sinMsin(«e— u)+2cosMsmi(t£ — r)* 

= — siDvsin(if — t?)—2cosüslni(tt-^ ©)*,.. /,..,. || 

woraus sich ergiebt^ dass mao mit Vernachlässigung vooGliedeniy 
welche in Beziehung auf die der Null sehr nahe Kommende Grosse 
u-^v Fon der zweiten Ordnung sind, 

cosw — cosi? = — (u — v)sinu 
= — (u — v) sin© 
oder 

cos M — cos V = (v — w) sin te 
= (t) — ti) sinr 
zu setzen berechtigt ist. 

Wenden wir dies auf die Gleichungen 145) an, so erhalten wb: 

, cos a — cos 01 cos qh 
,.ßv , ,cosi3 — cosOiCostl/i 

146) < ibr^'Ü,.=:^i ^ r-— ^ ^, 



. cos y —- cos &i cos %i 



oder 



1> ii\ 



./ £k X cosa 

9— 9i =«(cos©iCotg)i--^T^), 

147) \ 1/;— '»(/i =1 (cos ©1 coti(;i — ^i^)' 

_ ^ cosy^ 

% -Xi =*(cos0icotxi — ;^). 



280 

Aus den aw-dem Obigen bekannten Gleichungen 

cos 9 — tcosce 
cos <Pi ^ — t = » 

^ * Vl+i*— 2icose 

costf; — icosß 
cosii;i=3 ,. ■ ■ '^-r > 

^* V^l + t»— 2icos© 

C0S7— icosy 
COSTi zz— p, ^ ^— - = 

erhält man ferner 

CO09— -tcosa=cos9)i V^l+i* — 2tco8Ö, 
cÖB^ — tcos|?=cosif;i V 1 + i* — 2{ cos &, 

cosjf — icosy=cosxi Vl+i* — 2icos0; 

nnd folglich mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Be- 
ziebang fuf i oder auf K von der zweiten Ordnung sind: 



i 



' COS 9 — tcosa=cos97i(l — icosO), 
cos 1/^ — t cos ß^r= cos t/Zi (1 — ICOS 6) , 
cos X — t cos y = COS Xi (1 — i cos 0) ; 



also 



(cos q> — i cos a) (1 -f- 1 cos 0) = cos q^i (1 — fl cos 6*) , 

(cosi/; — tcosjS)(l+tcos6)=cosif;i(l — i*cos6*), 

(cos % — icosy) (1 + 1 cos 0):= cos %i (1 — t*cos 6*) ; 

folglich» immer unter Verstattung derselben Vernachlässigungen: 

ICOS g> — cos g)| = f (cos a — cos S cos q>) , 
cos tp — cos i(/i = i (cos /5 — cos ö cos ij;) , 
cos X — cos ;ji • = i (cos y — cos ® cos ;() ; 

woraus man auf ganz ähnliche Art wie vorher 

, cos a — cos B cos g> 

,.^. j ;COSÄ — COSÖCOSiff 
149) < ^1— <[;=l ^- -. — ; -9 



\ 



.cos y — cos cos % 
Xi — X=» ^ = *5. 



oder 



150) 
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-* . '^ ^ Ä. C08& 

iffi~t>^=— t(cosecoti{;— ;^7^ 
Xi — X = - » (cos e cot ;5 --^jjl^) 



erhält. 

Nach 53)^, 55) und 146) ist also 

fp-9>i= — ^^-^sing>i +— costf^jcot^)!^, 

— sin 1h + -g^ cos9>i cot ^1 J, 

^/aF bX \ ^ 

%-Xl= ä [^^ cos g>i - -^osifii^ cotxi ; 

und nach 53) ^ 55"*") und 149) ist 

^/aY . ,bX , \ 

9^1 — 9= ^^^ sin9)+ — cos^coty^, 

152) \ if/i — 1/;=— jef— sio^ +^cosg)Cot^J, 

^/öF bX \ ^ 

71 -Z = -^^^^-g^cosg)~— cos^^cotz. 

Sollen aber 
oder 

in Secunden ausgedrückt sein, so muss man setzen: 

K /aV . bX ^ \ 

g, _ g,^ = — -j-p ^_ sin 9)1 + — cos ifii cot 9|^ , 

iKo\ j ' K fbX . . aY ^ . \ 

15 J) < 1/; — ^1 = ^^1 ^— sin 1^1 + ^ cos g)| cot ^i j, 



und 



i: /aF bX \ , 

/ K /aY , bX \ 

154) j ^j^ -,(;=-- -j_^_sin^4.|-cos9CO^^ 

K faY bX \ , 
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WeU nach 99) 

. ^ fsio© 

sm Sl 



ist, so ist, mit VernacbUssigung von Gliedern, die in Beziehung 
auf t oder K von der zweiten Ordnung ^ind» ' 

sin52 = tsin6^ 

und nehmen jvh hierzu die ganz genaue Gleichung 57), so erhal- 
ten wir '^ 

155) sin.^=:t6in6i, sini2={sin6; 
oder 

156) 8inÄ = Ä^^'.sin0i, «ioÄzsW ^'.sinO. 
Auch ist 

: * , 

157) { ' 

na£l=Ky --_^^co89>-~cosif»)«; 

von «'eichen Gleichungen die erste vullig genau ist, bei der zvi^ei- 
ten Glieder, welche in Beziehung auf K von der zweiten Ordifung 
sind, vernachlässigt worden sind. 

Für %=0 ist nach ' 67) und 69) mit Yemachtässignng von 
Gliedern, die in Beziehung auf K von der zweiten Ordnung sind: 



und 



158) sin^i-AT^^, Xi^K^"^ 
159) sin a=Ä^ ^, il = K\j ^. 



8i 9. 

Hier ist nun auch der Ort, wenigstens in der Kürze zu zei- 
gen, wie sich der Werth der Constante K aus den astronomi- 
schen Beobachtungen der Fixsterne ableiten lässt. 

Hat man nämlich ein und denselben Fixstern zwei Mal zu 
verschiedenen Zeiten , wo die Coordinaten der Erde und ihre Ent- 
femunff von der Sonne oder ihr Vector\X', F', q' und X" , ^"^9^! 
sind, l^eobacbtet, und seine scheinbaren astronomischen Coordi- 
naten cpi', 1^1 ', jx ""^ ^\ i ^"* tx' ^rch die geeigneten astro- 
nomificnen Hülfsmittei una Methoden gemessen ^ so hat man nach 



und 
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dem Vorhergehenden , wenn wie früher die wahren astronomuchi 
Coordinaten des Sterns durch q>, tf;, ^ bezeichnet werden, i 
beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 

9-9>i'=— ^p^-j^sm9,' + — ;Cost/cotg>i'^, 

I 

V—tPi =- -^^1 \j^ sm 9)1 + — F cos ti " cot tpi' J, 

K /bX" . ,, , aY" , , .N 

t-i|'i = ün^'l^w/ «'"'fi + 6^ cos9»i''cotiJ»i'J. 

„ ä: /aY" „ bX" , A X , 

oder der Kürze wegen 

und 

wo die Bedeutung der Symbole 

P', Q', S' und Z^', Q", Sr 
leicht von selbst erhellen wird. Also ist 

v-'/'i"=-ün-"(^-ö")' 



folglich 



r» ■ ■. ■ ■ '..■■■■) 



sinF" P'^V 
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oder 



' JV — •■— Q/ Q// Bin A 9 

mittelst weicher Foroieln also die CobstaDte 

K 



sin V 



oder K 



aus den Beobachtungen abgeleitet werden kann. Dass sich aber 
auf diesem Wege nur durcb möglichste Vervielfalti^ng der Beob- 
achtungen und genaue Berechnung derselben nach den in der 
Astronomie gebräuchlichen Methoden eine hinreichend grosse Ge*- 
nauigkeit in der Bestimmung der obigen wichtigen Constante er- 
reichen lässt 9 versteht sich von selbst^ und gehört jetzt weiter 
nicht hierher. 

Hat man nun auch aus den bekannten Elementen, der Bewe- 
gung der Erde um die Sonne die Constante Xi mitteist der Formel 

) ■ 

WO sich Fl, ^19 r|, r^ auf irgend einen bestimmten Ort der 
Erde in ihrer Bahn beziehen» berechnet, so findet man die Ge- 
schwindigkeit (B des Lichts mittelst der sius dem Obigen bekamii- 
ten Formel 

CB=§, 

und die auf diesem Wege erhaltene Bestimmung der Geschwin- 
digkeit des Lichts stimmt auf eine merkwürdige Weise mit der 
auf ganz anderem W^ege aus den Beobachtungen der YerOnste- 
rungen der Jupiterstrabanten abgeleiteten Bestimmung dieser Ge- 
schwindigkeit überein. 

§. 10. 

Wenn K so klein ist» dass man Glieder, welche in Beziehung 
auf diese Grösse von der. zweiten Ordnung sind, ohne merklichen 
Fehler vernachlässigen loinnj wie wir im Folgenden wieder an- 
nehmen wollen, so ist nach dem Binomischen Lehrsatze, wie man 
leicht findet. 



I 



und folglich nach 80): 

B 
C08 2( = ±COS9)(l — KjCOSl\))y 

160) < cos 35 ^ -jr <^s if^ (I -f Jarsin if/tangif;), 

f c 

\ cos£ =±cos35(l — iCrcosi/;); 

durch welche Formeln die Lage der Axe der Aberrstions-Ki^el- 
fläche bestimmt wird. 

Ferner ist nach 82) mit demselben Grade der Genauigkeit 
wie vorher 

161) 8l«Ö=JC|sinif;, 
oder auch 

162) Ö=JC|sinif;. 

/Nach 104) rat 

163) C^- AB c=,-^bco9f(b-{-'lKe^o»H>), 

un^ folglich offenbar oach dem Obigen, wenn nur. cos« nicht ver- 
schwindet, d. h. nicht %=:90^ ist, der Aberrations - liegelfitchnitt ' 
unter der hier immer zum Grunde liegenden Yorausset2ung4 dasp 
£ eine so kleine GrOsse ist, dass Glieder, welche in Bezu^ atf 
dieselbe von- der zweiten Ordnung sind, ohne nterklicheft' Fehl^ \ 
vernachlässigt werden können, eine Ellipse. 

Aus 106) ergiebt sich zuvurderst 

Kehl cüs q> 

^1 ~ "■ sin ;c (6 + 2A:ecos tf;) ' 



also 



— i^e^icoa^cosy . 



Kehl cos g>.^ r.^e . 
Pi= jT-' ^(1— 2JS:TC0St!;), 



und folglich 



i<m 



oder 



1JS6) 



3»5 



Pi=^ — Khi r COS 9 cosec %i 
9i= JfÄi joosi/;cot)^; 



V^= — Ji 7 cos 9 cosec 2, 
^= ifiL|co«iJ;cotjj. 



Weil .nach 109) die Grosse J in Bezug mif K selbst von der 
zweiten Ordnung ist, so können wir, wenn J nicht wirklich ver- 
schwinden soll, wie es erforderlich ist, nur erst Glieder vernach- 
iSssigen, welche in Bezug auf K von der bitten Ordnung sind, 
und erhalten, weil 

j__ K^u^hi^cosf 



6{l + 2A:|cost/;-if*(psinx«-pCosi/;«)l 

ist, auf diese Wels# leickt 

,66) ^^^ i^Weos,» 

Nach 123) ist 

2< + -B = 6(l+cos;C«) + 2Ä>costf;, 
-4— Ä=:— 6sint^-2iCecos^; 

und nach 125) ist 

V(-4— Ä)a + 4C2 = b sin x* + 2Jfßcos t- 
Also ist, wie man idcht findet, 

und 

— (J-JS) + V(J— Ä)2+4C«=2C6sin;t^ + 2JKßcosi(i), 

Nehmen wir ntD, wie es efenbur^ ohne der AHgemeinkeit zu 
•chadfio» ver«€attel itif« ui det Gleickuig .119) das untere ZcncheB, 
so ist ' 

IST) tanglsO; 
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und wir müssen nun nach 121) 

2M=A + B- V(^ — Ä)« + 4C«, 

also nach dem Vorhergehenden 

ilf=6cos%*. 






64-2£^cos^ 



setzen. Folglich ist nach 129): 



oder 



^^ Jg^g^Ai^cosx^ 
'** -""üf— 6*cosxa ' 

a— ^^ Jg%^Vcosx^ , 
" ~'"'iV-6(6+2Äecosi/)' 



fl- 



m*=:^^=iC^VTä, 



Jf 



6» 



d. i. 



n2 = -^ = X^Vpcoszni-2i:|cQ»t/;); 
m5» = iK2;ii2p, w2=rÄ:«V^cos2«; 



oder 



TU' 



a 



a 



w^ 



a 



a 



V"~ ^* d» ' Äi« — ^* 6ä ^^® 21* ; 



und folglich, unter der Voraussetzung, dass A| positiv ist^ 

wo man in der zweiten Gleichung das obere oder untere Zeickei 
nehmen muss , jenachdem cos % positiv oder negativ ist 



.'V£ 



§. 11. 



Wir wollen nun zeigen, wie die Coordinäten JT, KderEA] 
und die Vectoren r, r' derselben berechnet werden -kÜiiBeB. &| 
dem Ende denken wir uns durch die Sonne ein dem Systene M] 
xy paralleles Coordinäten System gelegt, und- bezeiehnen-AiB fO>, 
dem Vector r der Erde mit dem positiven Theile der''6rftMid3^ 
dieses neuen Systems eingeschlossenen Winkel, indem wb'*^ 
selben von dem positiven Theile der in Rede stehenden Axt > 
durch den Coordioatenwinkel des betreffenden System« Udto 
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Ton bis 360^ zählen, durch A; 80 sind offenbar in Tulliger All- 
gemeinheit 

rcosl, TSinX 

die Coordlnaten der Erde in dem neuen Systeme, und da nun e,0 
die Coordinaten des Anfangs des neuen Systems in dem Systeme 
der a:y sind, so ist nach der Lehre von der Verwandlung der 
Coormnaten 

170) X=e + rco8X, F=r sin A. 

Bezeichnen wir nun aber die heliocentnsche Lange des Perihe- 
liums durch (5 und die geocentrische Länge der Sonne durch L, 
so wird man sich durch eine einfache Betrachtung leicht überzeu- 
gen, dass immer entweder 

il = i:180O— (Ir-ö) 
oder 

X=540o—(L-ö), 

und folglich allgemein 

cosX= — cos(Zi— c3), sinil=sin(li~c5); 

also nach dem Vorhergehenden 

171) -ä:=c-rcos(i — ö), F=rsin(L~c5) 

ist 

Non ist aber, wie wir aus dem Obigen wissen, 

eX ' * 



a 



also ist 



d. i. 



und folglich 



r=a {e — rcos(Ii — o)}. 



b^ + erco8(L — o) 

f>Z=Z — - 

a 



b^ 

172) r= w ~v 

' a — ecos(Ii' — o) 



Also ist nach 171), wie man leicht findet: 

■ i7«!iv y_ g — acos(Z> — 5) ^^_ 6^8in(X/ — o) 
^^'^^-^-^a-ecosCX-S)' ^-fl-ecosCL- c5)' 

Weil fenver nach dem Obigen 

Th«il XI. 20 
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• ' a 






ist, so ist, wie man leicht findet: 



t . 



^•.v . a' + e^—iaecoaiL-ö) 



f. 



Am leichtesten ergiebt sich aber natürlich r', wenn man r 
hat, mittelst der Formel 



d. i. 



• 


175) t' 


= 2a — r. 






Man kann sieh auch die beiden Formeln 








r'-trrzzz'ia. 


2eX 
r'-r- „ ; 






176) 


r' + »'=2a, r'- 


^ e — acos 

r 2e — ; 

a + e CO« 


.(i- 
.(i- 





j ; 



■' < 



• .;'* 



merken. 

Auch ist nach 172) und 174) 

oder, wie hieraus leicht folgt: 

178) ^==(f--^ycosUi-5)^+0 + |ysini(L-.5)« i 

Ferner ist nach 172) und 173) 

_^^^ bX 6— acos(L — w) aY a , .- _. 

oder 

Eine weitere Ausführung dieses Gegenstandes wird hier nicbt ; 
nuthig sein. 



$. 11 

Bezeichnen wir die wahre und scheinbare Länge und Breite 
des Sterns , beide auf die ans der Astronomie hinreidiend bekannte 
Weise genommen, durch IL, ^ und &i, 25ii so wird mittels , 
einer einfachen geometrischen Betrachtung sogleich erheUeo» 4Mi' 
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iwischen den Grossen Si^ Iby 9» ^9 % und zwischen den Grössen 
£1 9 • 2^1 » 9>i 9 tf;| , ^ die folgenden Gleichungen Statt finden : 

■ 

Icos g) =: cos (c5 — &) cos Jb , 
cos t{^ = sin (c5 — &) cos 2 9 
cos% =sinj& 
ond 

Icos 91 .= cos (5 — Äi) cos S, , 
cos ipx = sin (ö — Äi) cos Si , 
. cos2i=:8ii^J&i; 

flüttebt welcher also die Grössen g>, ^, ^ und 9>i> V^j Xi I^iciit 
aus den Grössen £, Jb und ££> ^1» so wie auch umgekehrt die 
Grössen iC> 2 und £^, S^ leicht aus den Grössen g>9 ^9 % und 
Si» ^1» iCi gefunden werden können, was hier keiner weiteren 
Erläaterang bedarf. 

In der Einleitung habe ich schon bemerkt, dass ich in dieser 
Abhandlung die Theorie der Aberration nicht eigentlich für ihren 
praktischen Gebrauch in der Astronomie darzustellen die Absicht 
gehabt habe, sondern, mehr eine Entwickelung ganz allgemeiner 
und völlig sd'enger Formeln bezweckte. Deshalb s^e ich jetzt 
auch mchts weiter über die von der Bewegung der Erde um ihre 
Axe herrührende Aberration und über die Aberration bei den Pla- 
neten und Cometen , sondern verweise in dieser Beziehung auf die 
bekannten ansführlichem. Lehr- und Handbücher der Astronomie, 
werde jedoch vielleicht späterhin auf diesen Gegenstand zurück 
kownuen. 



20* 
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lieber die Bestimmliarkeil; eines spbä-' 
riscben Dreieclies darch drei üttt^l&e» 
▼on denen zwei einander {^egrenttber 

liefen. 

■ • ■ 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Professor der Mathematik za Tamow in Galizien. 



I. 

Sind zur Bestimmung ^ines Kugeldreieckes von seinen sechs 
Stucken (Seiten und Winkeln) drei gegeben, von denen zwei ein- 
ander gegenüber liegen; so tritt bekanntlich zuweilen DiiBi9g^ 
Üchkeit, zuweilen Unbestimmtheit (Zweideutigkeit) ein. Zu erfor- 
schen und einfache Kennzeichen anzugeben , wann solches 
geschehe oder nicht, ist der Zweck gegenwärtigen Aufsatzes. 

Eigentlich sind hier zwei Fälle zu unterscheiden; es kön- 
nen nemlich 

entweder zwei Seiten mit einem Gegenwinkel, 

«■•• . ■ 

oder zwei Winkel mit einer Gegenseite 

gegeben sein; allein der zweite Fall lässt sich leicht auf den ersteo 
zurückführen, desswegen werden wir vorerst nur diesen ausführ- 
lich untersuchen. 

Dabei gilt wie sonst immer die Einschränkung, dass jedes 
Stück des Dreieckes der Grosse nach zwischen und 180® liege. 
Zugleich leuchtet aus der Lehre über Congruenz der Kugeldrei- 
ecke ein, dass ein solches durch drei derartige Stücke völlig 
bestimmbar sei, sobald durch sie irgend eines der übrigen drei 
Stücke, mittels Rechnung oder Zeichnung (Construction) völlig 
bestimmt werden kann 

Seien nun bei einem Kugeldreiecke überhaupt die Seiten 
durch a, 6, e* und in derselben Ordnung die ihnen gegenüber 
stehenden Winkel durch cc, ß, y bezeichnet; und seien 



-.1 
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gegebeo: die zwei Seiten a^ b 

, mit dem Gegenwinkel a der ersteren, daher 

zu SU ehe d: der GegenXvinkei j? der zweiten Seite, 

die dritte Seite Cy und der dritte Winkel y. 

Die Berechnung jedes dieser drei zu suchenden Stucke , so 
wie auch die Zeichnung des Dreieckes , wird die Bedingungen der 
Möglichkeit und Bestimmtheit des Dreieckes selbst an die Hand 
geben. 

Um jedoch unsere Untersuchung nicht zwecklos aus- 
ladehnen» und weil die Bestimmtheit und Möglichkeit von cleiclr- 
•cbenkligen» rechtwinkligen und Quadranten- Dreiecken ohnehin 
leicht XU beurtheilen ist; werden wir nicht nur a und 6 ungleich, 
solidem auch jedes Bestiramungsstuck von 90^ verschieden 
tonuiMietseD. 



2. 

A. Die Berechnung des anderen Gegenwinkels /? 
erfolgt nach ,dem bekannten Satze 

sin a : sin 6 = sine;: sin j?, 

sin 6 sin a 



woraus man erhält sin/3= 



sma 



Nuta sind alle hier vorkommenden Sinus, weil des Dreieckes 
Stücke zwischen und 180^ liegen, positiv, und kein Sinus kann 
>1 sein; mithin ist das Dreieck möglich oder unmöglich, je 
nachdem 

sina entweder Z^ oder < sin 6 sin o; ist. 

Zur Vereinfachung der Untersuchung kann man, weil sin 6 und 
; sinor, also auch ihrProduct positiv und <1 sind, dieses Product 
dem Sinus eines Winkels h gleich setzen, nemlich 

sin A== sin 6 sina 

annehmen, wonach dann 

' sma 

wird und Folgendes einleuclitet *). 

1. Wenn sina < sin A, ist das Dreieck unmöglich; 

2. wenn sina=sin/i, ist sin/?=l, also /3=:90^, daher das 
Drdeck' möglich, bestimmt und rechtwinklig; 



*) Man wird sich leicht überzeugen können, dass h der aus dem, 
die gegebenen Seiten a und b vereinigenden Scheitel, auf die gegenüber 
liegende Seite senkrecht gezogene gr6sste Kreisbogen ist. 
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3. wenn siiia>sin/£, ist das Dreieck zwar mo glich, allein 
der zwischen und 180^ lie&ende Winkel ß ist durch seinen Sinus « 
zu bestimmen, desswegen kann er überhaupt zwei zu 180^ sich 
ergänzende Werthe annehmen, und es bleibi daher nochzuunter- 
suchen, ob von diesen nur einer oder jeder genüge. 

Zur Entscheidung dessen wird der Satz dienen, dass 

je nachdem die Seite ä > < a 

ist, auch der Winkel /?> <« sein muss. 

rw T\*i «j 1*1- bestimmt, ein^estalti( 

Das Dreieck «ird nemlich unbestimmt, zwiigcstaf 

weno von den fl3r den gesuchten Winkel möglichen zwei 

ß und 1800— /S "iY fmi > oder <« ist, also wenn Cm Absiebt 

auf Grösse) « ^u^lllrbtlb ß ^^^ ^^'ß '''«g*- 

Dies Kennzeichen setzt jedoch wirkliche (wenn gleich nur bei- 
läufige) Ausrechnung beider Werthe von ß voraus; es bleibt aber 
wünschenswerth , diese Ein- oder Zweigestaltigkeit des Dreieckes 
sogleich an den drei Bestimmungsstücken selbst zu erkennen. Das 
vermittelt der Lehrsatz: 

„Im Kugeldreiecke ist die Summe jeder zwei Seiten mit der 
Summe ihrer Gegenwinkel in derselben Grossenvergleichung mit 
180^, d. h. zugleich entweder so gross oder grösser oder kleiner 
als 1800;« 

nämlich je nachdem 

a + 6 = ><l80o 

ist, muss auch 

a + /3=><180o . 

sein. Denn hieraus folgt unmittelbar, dass je nachdem 

a = ><180o-6 
ist, auch 

a = ><1800-/3 

sein muss. Daher schliesst man aus diesem und dem vorigen 
Vergleichungssatze den folgenden: 

„Wenn eine Seite a eines Kugeldreieckes (hinsichtlich der 

Grosse) ausserhalb ^^^^ anderen Seite 6 und ihrem Supplement: 
180^ — b liegt; so liegt auch der Gegenwinkel a der ersteren^ 

ausserhalb ^^^ Gegenwinkel ß der anderen Seite und sebienB- 
Supplement 181)0— 13.« 



Daraus folgt nun der Schlusssatz: 
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JLiegt (in Absicht auf Grosse) die sanimt ihrem Gegen- 

^s^i.^1 u ¥7 ij • 1 »i. zwischen 

Winkel angegebene Kugeldreiecksseite a ausserhalb 

der anderen gegebenen Seite b und ihrem Supplement 

180^ — 6; so ist das Dreieck (wofern seine MOgUchkeit bereits 

^^ I . j X bestimmt 

nacbgewiesen worden) „„bestimmt. 

Merkwürdiff ist aber noch, dass jenes Kennzeichen der 
Mo&lichkeit des Kugeldreieckes mit diesem seiner Bestimmtheit 
im Zusammenhange steht. 

Aus sin A = sin 6 sin a und sina<l folgt nemlich jedenfalls 
sinA^^sinö. 

Ist nuo sin a> sin 6, so ist sicher auch sina>sinA, also 
das Dreieck möglich; 

ist aber sin a< sin 6, so kann sina>=<sinA sein, also ist 
diese Möglichkeit nicht entscheidbar. ^ 

Es fragt sich jedoch noch , wie mit dieser Vergleichung der 
SiDUS die der Winkel (Bogen) a und b selbst zusammenhänge. 

Sei daher erstens- 

sin a > sin 6 = sin (180^ — b) , 
md sei 

I. 6<D0o, also ISO»— ft>90o. 

Wenn nun a<90^ ist, so muss, weil von den zwei spitzen Win- 
keln a und b der grossere auch den grosseren Sinus hat, a>A 
sein, daher ist 

6<«<90o<180«— 6; 

wenn aber a>90^ ist» so muss, weil von den zwei stnmpfea 
Winkeln a und 180^—6 der grössere den kleineren Sinus nat^ 
a<180^*-6 sein, daher ist 

Sei 

H. 6>90o, also 1800-6<90o. 

Wenn nun a<90^ ist, so muss a>l80^ — 6 sein, daher ist 
6>90o>a>180O— 6; 

wenn aber a>90^ ist, so muss a<6 sein, daher ist 
4>a>90«>J80«— 6. 

Ist demnach sina>sin6, so liegt o zwischen 6 und 

m^b. 

Sei noch zweitens 

sin a< sin 6= sin (180^ — 6), 
und sei 
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I. 6<Ö(K>, also 1800— 6 > 900. 
Wenn nun a<90o, so ist 

o<6, daher a <6 <90o< 1800-6; 
wenn aber a>90o, so ist 

«>1800— 6, daher a>180O-6>90o>6. 

Sei 

II. b > 900, also 1800— 6 < 90o. 

Wenn nun a<90o, so ist 

a<180o~6, daher a< 1800— 6 <90o<6; 

wenn aber a>900, so ist 

a>6, daher fl>6>90o> 1800—6. 

Ist demnach siua<sin6, so liei;t a ausserhalb 6 ni 
180O— 6. • ^ 

Aber auch umgekehrt 

je nachdem a zwischen oder ausser 6 und 180^ — 6 liegt. 

ist sina> oder <sin6. 

Denn es liege erstens a zwischen 6undl80O— -6, undzwari 

I. 6<a<180O— 6. 

Da nun von den zwei Supplementarwinkeln 6 und ISQO- 
nothwendig einer spitz, der andere stumpf sein muss, so ka 
hier 6 nur spitz, d. i. 6<90o, also 18Ö0— 6>90o «ein. We 
nun a < 90o^ so ist 

■ 

900 > a > 6, daher sin a > sin 6 ; 

wenn aber a>90o, so ist 

900 < a < 180O _ 5 , daher sin a > «in (180O— 6). 

Sei 

IL 6>o>180o-6. 

Hier kann 6 nur stumpf, d. i. 6>90o, also 180**— -6 <1 
sein. Wenn nun a<90o, so ist 

90o>a>1800— 6, daher sin a> sin (1800—6); . 

wenn aber a>90o, so ist 

90o<a<6, daher sina>sin6. 
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Liegt dem Dach a zwischen 6 und 180^— fr, so istsina>sio6. 

Es liege zweitens a ausserhalb 6 und 180^— fr> und 
iwar sei 

I. Ä<a>180O — 6. 

leiner ^^ jeder von zwei Supplementar- 
wiokeln, von denen nothw endig einer spitz, der andere stumpf ist, 
mass unbedingt g^u^ sein, also ist hier a nur stumpf, d. i. 

Wenn nun Ä<90o, also ISOO-Ö <90^ so ist 90«<180O-6<a, 
also sin a < sin (180^— 6) ; 

wenn aber fr>90«, also 180«-6<Ö0o, so ist 90«<6<a, 
also sina <sin6. 

Sei 

IL fr>a<180O— 6. 

Da kann a nur spitz, d. i. a<90^ sein. 

Wenn nun ö<90o, also ISO^— frsgQo, so ist 90o> 6>a, 
also sin a < sin fr ; 

■ wetip aber fr > 90*>, also ISO»— fr <90«, so ist 90«> 1800-fr>a, 
also sina < sin (180^— fr). 

Liegt demnach a ausserhalb fr und 180^— fr, so ist 
sin a < sin fr. 

Aus allem Gefundenen erschliessen wir nun Folgendes: 

I. Liegt a zwischen fr und 180*^— fr, oder ist sina > sin 6> 
so ist das Dreieck nicht blos möglich, sondern auch bestimmt. 

II. Liegt a ausserhalb fr und 180^ — fr, oder ist sina < sin fr, 
und ist 1) sin a = sin A-^ sin fr sina, so ist das Dreieck zwar auch 
inuglich und bestimmt aber rechtwinkelig, j? = 90<^; ist 
*i) siDa> sinA,.so ist das Dreieck zwar müglich, aber zw ei ge- 
staltig (unbestimmt); und ist 3) sina<;sinA, so ist das Drei- 
eck anmöglich. 



3. 

B. Die Berechnung der dritten Seite c könnte nach 
<ler bekannten Gleichung 

coH a = cos a sin fr sin c -f cos fr cos c 

auf mannigfaltige Weisen geschehen, indem man sine und cosc 
fcith irgend eine und dieselbe Winkelfunction von c ausdrückt. 
Passliche derlei Functionen würden sine und tgic insofern sein, 
^ beide jedenfalls positiv sein müssen. Da jedoch sine auch 
Dock <1 ausfallen mass, was zu untersuchen schwierig ist, so 
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Bleibt nur die tgvc, bei der eine solche Unterguchung nicht nSthig 
i«t, als zweckmässig übrig. 

öetzt man demnach cosc=Tr~ i ^ i a » sinc= ^ , . .^^ 9 so 
findet man 

. , « « sinftcosa , , . cosa — cos6 ^ 
o* cosa-fcos6 ^ cosa + cos6 

Ist aber eine Zahl x durch eine zweitgradige Gleichung 

zu bestimmen , und sind a^i , 0:2 die beiden Werthe von jp, so ist 
bekanntlich 

also 

A+D A-D 

^1 — 2 ' ^* — 2 ' 

Ist nun B^=XiX^ negativ, so ist D jedenfalls reell, Huch 
die Wurzelwertbe Xi und x^\ folglich ist von diesen der eine 
positiv, der andere negativ. 

Ist aber B^=^XyX^ positiv, so sind D und beide Wurzel- 
wertbe nur so lange reell, folglich diese einstimmig, beide 

positiv, beide negativ, so lange />^ = ^^ — Jß^O ist; sobald über 
Z)*=i4^ — jK<0 wird, sind beide Wurzelwertbe imaginär. 

Im gegenwärtigen Falle ist 

^ = tgic, 

-, cosa— cos 6 cos a^ — cos 6* sind* — sina** 
cos a + cos 6 (cos a + cos 6)^ (cos er + cos 6)^ 

(sinö— sina)(sin6+sina) xx w .»x sin(6— a)sin(«+6) 

-= (cos a + cos 6)^ =tg \{h^a) ig Ua+6) =- ^^^^ ^ | ^^^ ^^,^ 

sin g^ — (sin & sin a = sin h)^ (sin a — sin h) (sin a -f sin A) 

(cos a + cos b)^ (casa + cQBÖy^ 

Ist nun ß negativ, ist ali^o sina>sin6, oder sind igj^b — a) 
und tg4(a + 6) oder sin (6 — ä) und sin (a 4- 6) entgegengesetzt, ist 

daher 6 — a^O und a-f 6^i8(F, d» h. liegt a zwiscbea 6 nvd 

180^ — b; so ist Z> reell, sina>sin/e=:sin6sina, beide WiBrttiB 
von tg^c sind reell, aber nur einer ist positiv; miAin iiE^'das 
Dreieck nicht allein miVglich, sondern auch bestimmt. 
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Ist dag^en B positiv, ist also sin a< sin 6, oder sind 
tgi(6 — $l) und t^hia^b) oder siD(6~a) und sin(a-f 6) ei^tiin-» 

mig, ist nemlich b — a^O (ind a-|-6^180^, d. h. liegt a ausser 
& und 180^— &; und ist andererseits 

1) sina>sinA, so ist Dy daher auch tg^c reell, und die 
letztere erhält zwei positive Werthe^ folglich ist das Dreieck 
möglich und doppelgestaltig; ist aber 

2) sina=sinA, so ist Z>=:0, daher wohl auch tg|c reell, 
aber sie erhalt nur einen (gleichsam zweifachen) positiven Werth» 
folglich ist das Dreieck möglich und ein gestaltig, insbeson- 
dere rechtwinklig (vergl. 2.); ist endlich 

3} 6ina<stnAy so ist />, daher auch tg^c imaginär, mit- 
hin ist das Dreieck u n m ö g li eh. 



4. 

C. Die Berechnung des dritten Winkels y ist nach 
der bekannten Gleichung 

sin 6 cot a = sin 7 cot a + cos^cosy 

einzuleiten, indem man aus gleichem Grunde wie vorhin am pas- 
sendsten die tang^)' durch sie bestimmt. Auf diese Weise er* 
hält nan die Gleichung 



sinacota sm(6— g) ^ 

®^' sm(a-|-6) °^' ' sin(a + ö) * 



daher 



^ sin (/> — ä) _^2 (^''" ^ — sinÄ) (sinq- f sinA) , 

sin (a + ^) ' siii «^ sin (a + b)^ 

mitbin wird man wieder auf die bereits in B. gefundenen Bedin- 
fpmgen und Folgerungen geleitet. 



5. 

/). Die Zeichnung des Kugeldreieckes mittels der an- 
gewiesenen drei Bestimmungsstücke a, b, a lässt sich in folgen- 
der Weise ausführen. 

Zuvörderst construire man (Taf. \l. Fig. 3., Fig. 4. und Fig. 5.) an 
einem beliebigen grussten Kreise ACA A in einem wählbaren Funkte 
A als der ersten Dreiecksspitze, den gegebenen Winkel a. Die 
an ihm liegen sollende iSeite b trage man von seinem Seheitel A 
anf jenem grössten Kreise bis C ab ; so muss, wenn man den 
anderen Schenkel zum Halbkreieie bis nach A erweitert, der End- 
punkt Cy als zweite Dreiecksspitze auf dem Halbkreise ACA! 
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liegen, well AC=b<,lS(P ist. Um diese Spitze C als Mittel- 
punkt beschreibe man mit einem sphärischen Halbmesser CD oder 
Cd gleich der dem Winkel a gegenüber liegen sollenden Seite a 
einen kleineren Kreis DdD; so muss die noch zu suchende dritte 
Dreiecksspitze B einer der Durchschnittspunkte dieses kleineren 
Kreises mit dem Halbkreise ABA' sein, wofern es einen solchen 
Durchschnitt gibt. Um dies zu untersuchen, sei 

I. a<6 aber >180ö— 6, nemlich CD<^CA aber Ca> CA'. 
Da nun liegen (Taf. VI. Fig. 3.) die Grenzpunkte A und A' des 
Halbkreises ACA' dies- und jenseits des kleineren Kreises Z>^iiD 
auf der Kugelfläche, uiithin muss der sie verbindende Halbkreis 
ABA' diesen Kreis noth wendig, aber nur in Einem Punkte B 
schneiden, der sofort die dritte Dreiecksspitze ist, und darum 
zur Vervollständigung des Dreieckes mit C durch die Seite 
BC=a zu verbinden kommt. 

Aehnlich würde man sich benehmen, wenn a^b aber 
<180^— 6 wäre, wozu mir die Punkte A und A' upter sich zu 
vertauschen kämen. 

Das Kugeldreieck ist demnach, wenn a (der Grösse nach) 
zwischen b und 180^—6 liegt, jederzeit nicht blos möglich, 
sondern auch bestimmt, wie gross auch der Winkel a sein mag. 

/ n. Ist dagegen «<& und < 180^ — 6, nemlich CD '^ CA und 
<C^', so befinden sich (Taf. VI. Fig. 4.) die Grenf.punkte A 
und A' des Halbkreises ABA' auf' nur Einer Seite des kleineren 
Kreises DBdD auf der Kugelfläche, mithin muss der Halbkreis 
ABA' selbst diesen Kreis nicht nothwendig treffen; sondern 
ob und wie oft er ihn treffe > hfingt von dem Winkel a und sohin 
von dem senkrechten sphärischen Abstände CE = h jenes Halb- 
kreises ABA' (nicht Vollkreises ABA'A) vom Mittelpunkt' C 
des kleineren Kreises in der Hinsicht ab, ob dieser Abstand ent- 
weder so gross oder kleiner oder grösser als die aus C auslau- 
fende Seite CB=za ist. Denn der vom Punkte C aus an den 
Halbkreis ABA' senkrecht geführte Kreisbogen CE=h ist be- 
kanntlich, je nachdem a spitz oder stumpf ist, kleiner oder gros- 
ser als jeder andere gleichfalls aus C an diesen Halbkreis (also 
schief) geführte Kreisbogen CB ; und zu jedem solchen schiefen 
Kreisbogen CBi gibt es. einen, aber auch nur Einen ihm glei- 
chen CB^, 

Ist nun 

1. die Seite a=z.h, so wird der mit ihr als sphäri^cchem 
Halbmesser um die Spitze C beschriebene kleinere Krois D'Ed'D^ 
den Halbkreis ABA' nur in einem einzigen Punkte E berühren, 
der sofort allein die dritte Dreiecksspitze sein muss. Dies einzig 
mögliche Dreieck ACE ist sonach bei E rechtwinklig, daher in ihm 

sin a = sin A = sin 6 sin a. 

2. Wenn a>A, also, weil hier a, als unter b und 18W — 6 
liegend, spitz sein muss, sina>sinA ist, muss der mit a als 
sphärischem Halbmesser um C beschriebene kleinere Kreis DdD 
den Halbkreis ABA' in zwei Punkten Bi und B^, schneiden, von 
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denen sofort jeder die dritte Dreiecksspitze seio kann. Das €r- 
haltene, folglich mu gliche Dreieck ist aaher doppel gestaltig. 
ABl C und ABiC. 

3. Wenn endlich a < ^, also^ weil hier a <90^ ist, sina<8inA 
ist, so liegt der mit a als sphärischem Halhuiesser um 6'heschrie- 
bene kleinere Kreis iyti"iy' ^anz innerhalb des von dem kleine- 
ren Kreise D'Ed'iy heirrenzten Kncr»- labschnitt es. und kann folg- 
lich den Halbkreis ABA' gar nicht treffen. Darum ist em 
Dreieck, welches die Bestimninnüsstiicke a, b, a enthält^ serade- 
bin anmuglich. 

Gleiche Bedingnisse untl Folsen werden sich ereebeo, weon 
a>6 nnd >180^ — 6, also <i>90" ist, wie Taf. VI. Tig. 5. aas- 
weist. • 

Das Kngeldreieck ist daher, wenn a (der Grosse nach) 
ausserhalb b und 180*^ — >6 liest, und wenn andererseits 

1. 8ina==sinA = sin6sina ist, miislicb, bestimmt aber 
rechtwinklig, dagpsen 

2. wenn sina>sinA ist, zwar möglich aber doppelge- 
staftig, endlich 

3. wenn sina<sinA ist, ganz nnmu glich. 

Anraerknn?. Von den viererlpi Untersachongen (2 — 5, 
A, — D.) dürften die zweite and vierte die einfachsten and toU- 
stSndigsten sein. 

6. 

Der zweite Fall, wo das En.eldreieck durch zwei Win- 
kel ff, ß and die Gegenseite a des erstereo bestimmt werden soll, 
lässt sich sehr leicht auf den ersten Fall zurückführen nittels des 
folgenden, in der Lehre von den Supplemeutardrelecken begrün- 
deten Lehrsatzes *) : 

„Besteht z^vi-cchen den Seiten und Winkeln eines Kogeldret- 
eck^ eine ßeziehnngseleichuoü oder -Cnsleichuns : so geht ans 
dieser eine ebenfalls richtige boiche Versleichuns hervor, wenn 
nan statt jedes dort vorkommenden Stuckes des Dreieckes das 
Sopplement seines GeseriÄtiickes i^etzt. *' 

Man wird nemtich im Vorh^ri^ehenden nar a in 180^— a. bin 
IVfi—ß and a in IW' — a umwandeln. Da nun in den hier ee- 
fundenen Beziehung!«' oder ßedintninsssleii-hungen und -Unsiei- 
dranffen blos die zHischen und Mf* enthaltenen Dreiecks stücke 
QQd ihre Supplemente, oder «on ihnen ihre Sinus vorkommen: 
und weil solche Supplementi» winket einerlei und positive Sinas 
habea^ so ist leicbt ersichtlich , daj>s alle oben gefundenen Schlnss- 



^^ Man vergL a. A. ncioe Uur*U:lium^ der spbär. Trig»B>wHric m 
■eiier Ueberarbeitiuiz von Vega'i Vorie«. ib. d. IfatiiCMtik. S. B4. 
^Viei (1835;. 2. Aatg. 1<»^. i. 565. 
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ergebnisse auch dann noch gelten müssen » wenn man die 
Wörter ^,Seite'' und »»Winkef anter sich vertauscht. 



7. 

Fassen wir zum Abschluss und zur Uebersicht sämmt- 
liche Ergebnisse unserer Forschungen kurz zusammen, so erhal- 
ten wir folgenden Satz: 

»,8oll ein Kugeldreieck durch zwei gleichartige Stücke a, b 
und durch ein (ungleichartiges) Cregenstück a des einen (ersteren) 
bestimmt werden /und will man erforschen, ob das Dreieck mög- 
lich und bestimmt sei oder nicht; so wird man vorerst jenes eim 
mit seinem Gegenstücke gegebene Stück a mit dem anderen 
(gleichartigen) b und seinem Supplemente 180^ — A, oder sin a mit 
sm6 vergleichen. Wenn nun 

I. a (der Grosse nach) zwischen b und 180^ — b liegt, oder 
wenn sina>sin6 ist; so ist das Dreieck nicht allein möglich, 
sondern auch bestimmt (eingestaltig). Wenn aber 

II. a (der Grosse nach) ausserhalb b und 180^ — b liegt^ 
oder wenn sin a< sin 6 ist; so muss man noch das Prodnct 
sin 6 sin a= sin A (wo man die Hilfsgrosse h gar nicht erst zu be* 
stimmen braucht) mit sina vergleichen. Ist da 

1) sina = sinA, so ist das Dreieck auch noch möglich und 
bestimmt, aber insbesondere ist des Stückes b Gregenstück 
/S=90O; ist aber 

2) sina>sinA, so ist das Dreieck zwar auch noch möglich, 
aber unbestimmt (doppelgestaltig); ist endlich 

3) sina<6inA, so ist das Dreieck geradezu unmöglich." 
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also 



ar* = -— ; — a* oder a:=a\ — t—- 



% Da der Ausdruck 



;r=aV 



n 



1»+« 



nur von der Seite a des crcgebenen Dreiecks abhängt, von allei 
übrigen Elementen des gegebeneu Dreiecks unabhängig ist, m 
ergiebt sich der folgende Satz: 

Alle über der Basis a beschriebene Dreiecke werden dorqi 
eine der Basis a parallele gerade Linie von der constanten Lio|l 

a\ " ' in dem Verhältnisse m:n getheilt, so dass nSmlicIi du 

durch die Theilungsliuie abgeschnittene Trapezium zu dem dmck 
dieselbe abgeschnittenen Dreiecke in dem angegebenen VerbStt- 
nisse steht. 

3. Wenn a die Grundlinie einer Seitenfläche einer beliebiga 
Pyramide ist, man in dieser Seitenfläche eine der Grundlinie f^ 

parallele gerade Linie von der Länge a V — -j^ zieht, und dnsA 

diese gerade Linie eine der Grundfläche der Pyramide parallele 
Ebene legt; so wird durch diese Ebene die ganze convexe Sei- 
tenfläche oder der sogenannte Alantel der Pyramide in dem Ver^ 
hältnisse jniii getheilt, weil ofi'enbar jedes einzelne aller der die 
Seitenfläche oder den Mantel der Pyramide bildenden Dreiecke b 
dem angegebenen Verhjiltnisse getheilt wird. ^ 

4. Wenn a der Halbmesser der Grundfläche eines beliebigei 
Kegels ist, und man denselben mit einer seiner (Frundfläche p^ 
rallelen Ebene so schneidet, dass de r dad urch in dem Kegel w 

Vfi 
■ ■ hat; so theilt die* 

Ebene den Kegelmantel in dem Verhältnisse m:n, weil die Hii- 
tel ähnlicher Kegel, was leicht zu zeigen ist, sich wie die 
drate der Halbmesser ihrer Grundflächen zu einander verhalten* 

5. Wenn a die Grundlinie einer Seitenfläche einer beKebigetj 
Pyramide ist, man in dieser Seitenfläche eine der GrundÜDie pr} 

rallele gerade Linie von der Länge o V — jt— zieht, und 

diese Linie eine der Grundfläche der Pyramide parallele 
legt; so theilt diese Ebene die Pyramide, d. h, deren VoliB« 
in dem Verhältnisse min, weil die Volumina ähnlicher Pj^amidl 
sich zu einander wie die W^ürfel ähnlich liegender Kanten ▼tf'] 
halten. 

6. Wenn a der Halbmesser der Grundfläche eines beiiel 
Kegels ist, und man denselben mit einer seiner CSnu» 
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urallelen Ebene so schneidet, daäs der dadurch in dem Kegel 

B 

itstehende fijreis den Halbmesser a V — ; — hat ; so theilt diese 

bene den Kegel, d. h. sein Volumen , in' dem Verhältnisse m:n, 
eil die Volumina ähnlicher Kegel sich zu einander wie dieWür- 
1 der Halbmesser ihrer Grundflächen verhalten. 

7. Seien a und b die beiden parallelen Seiten eines Trape- 
tums, und a; sei die diesen Seiten parallele gerade Linie, welche 
as Trapezium so in zwei Theile theilt, dass der der Seite a ent- 
srechende Theil sich zu dem der Seite b entsprechenden Theile 
ie m:n verhält. Denken wir uns nun, um x zu bestimmen, das 
'lapezinm auf bekannte Weise zu einem Dreiecke ergänzt, und 
Bieichnen die uber^i, b und x als Grundlinien stehenden einan- 
BT ähnlichen Dreiecke respective durch A, B und Xy so ist all- 
nnein 

■d nach emem bekannten geometrischen Satze 

A:X = a^:x^, 
X:B=x^:b^; 



so 



A — X:X=:a^ — x^ix^, 
X:X-^B=x^:x^'-b^; 



■glich 



ies, mit d^m Obigen verglichen, giebt 

So 

mx^ -^ mb'^ = na^ — 9ix^ , 
teans sogleich 

:r«=-4-«» + -^6a oder :r=%A-^«» + ^^ 
m+n m+v 1 m+n ' m+n 

halten wird. 

8« Alle Trapeze mit denselben parallelen Seiten a, 6 werden 
Bo durch eine diesen Seiten parallele gerade Linie von der con- 
teteo Länge 



V 



ar + — 7—0* 



m+n ■ iii+M 

^on Verhältnisse m:n getheilt, so dass nämlich der der Seite 
TheU XI. ^\ 



a entsprechende Tbeil su dem der Seite b entsprechenden 
in dem angegebenen Verhältnisse steht. 

8. Wenn a, b die einander paiallelen Seiten einer 
fläche einer abgestumpften Pyramide sind, man in dieser 
fläche eine ihren parallelen Seiten parallele gerade Linie 
Länge 



T m-\-n 






zieht 9 und durch diese gerade Linie eine den Grundflacl 
Pyramide parallqle Ebene lest; so wird durch diese Eb< 
I\lantel der Pyramide in, dem Verhältnisse mm eetheilt, w< 
Seitißnfläche offenbar in diesem Verhältnisse getneilt wird. 

9. Wenn a, b die Halbmesser der beiden einander pa 
Grundflächen eines beliebigen abgestumpften Kegels sim 
man denselben durch eine seinen Grundflächen parallele 
so schneidet, dass der dadurch in dem Kegel entstehend* 
den Halbmesser 



V 



wi-fw m-\-n 



hat; so wird durch diese Ebene der Mantel des abgestv 
Kegels in dem Verhältnisse mm getheilt, weil die Mänt 
lieber Kegel sich zu einander wie die Quadrate der Halb 
ihrer Grundflächen verhalten. 

10. Wenn a, b die einander parallelen Seiten einer 
fläche einer abgestumpften Pyramide sind, man in dieser 
fläche eine ihren parallelen Seiten parallele gerade Lin 
der Länge ' 



3 



«3 + — — ^3 



m^-n m-\'n 

zieht, und durch diese gerade Linie eine den Grundfläcfa 
Pyramide parallele Ebene legt; so wird durch diese Ehe 
Pyramide, d. h. deren Volumen, in dem Verhältnisse wi.'ng 
weil die Volumina ähnlicher Pyramiden sich zu einander f 
Würfel ähnlich liegender Kanten verhalten. 

IL Wenn a, b die Halbmesser der beiden einander | 
len Grundflächen eines beliebigen abgestampften Kegels sio 
man denselben durch eine seinen Grundfläcnen parallele Eb 
schneidet, dass der dadurch in dem Kegel entstehende Krt 

Halbmesser 



3 

V-£L_ 
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Zuerst kauH man die Summe fp=I-(-^ -f J-|-....-|--'diircl 

bestimmtes Integral ausdrücken. Denn aus der Gleichoog -r 
= 1 + j: + a!"+. ..+.tJ'-i zieht man durch Integration zw!« 

den Grenzen und 1 unifiittelbar sp~ f , ^ 8j:)Wofiiri<;b 

fÖr Aas Folgende bequemeren Ausdrud 




zwischen den Grenzen und 1, so kommt 
Subtrahirt man .jetzt ß) von a), so erhält man 



r 



-i-ja-8,=„_p+..j^_..jL+.... 



folglich , auf beiden Seiten Ip addirend, und beachteod, i 

"'£:^_c=,,-,+..^,-j.j^i3+....u.. 



/. 



'^^f'F^^^-'^f:'^-'^- 



oder eudlich 

Man sieht hieraus, dass die Gleichung' jh — /^(p=ao}= 
bewahrheitet sein uird, wenn man itachn eisen kann, das« lo 
der beiden Integrale in y) rechter U^nd fär pz:zixi verscilinu 

Was zuerst das zweite betrifft, so ist es gl^ch dem Prd 
MI c-vdu=Me-P, wo ^zwischen 

j, I 

der Werthe liegen muss, welche - va 

Uit man nun leloht die Idenlitnt tod— C 
rentiation «=0 gcaetxl) nnchweiaen kana. 
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. L swischen den Wertheo und — • Darans folgt, dass das in 

1 
*rage kommende Integral positiv und nicht grösser als —r-i* ist, 

reicher Aasdruck für p = <x> in der That verschwindet. 

Das andere Integral in y) ist =N I 8y= A", wo iV einer der 
Verthe ist, welche die Funktion 

tischen den Integrationsgrenzen erlangt. Diese Grösse verschwin- 
et offenbar Uit pzizoo, wenn die positive Variable y kleiner als 
ie Einheit; sie verschwindet ebenfalls für j9 = qo, wenn ^=0 




sliwindet, und deshalb mnss auch N, d. i. / ^ du 

u ' A ' Jo y ^ 

a: p = oo verschwinden. 

Uebrigens lässt sich auch zeigen, dass dies letzte Integral 
'x jeden endlichen Werth von p positiv ist U^i dies nachzu- 

ei^en dient die Formel — /(l — y)=/Y7— =y+5y*+5y3^...., aus 

I ^ 1 

ST sich zunächst ergiebt l^ >y. Daraus folgt | _ > g^, 

— y <«~^, also (I — y)P/^e-py. Die Funktion <p(y) ist folglich 
r jeden Werth von y zwischen und 1 positiv , weshalb auch 

oder / ^- — '-^ — &y einen positiven Werth hat 

t/ y 

Aus allem diesem hftt sich ergeben, dass die stets positive 
iflerenz 1 + }+ J +•:... + Ip — C die Summe 

tMaass hat, und sich der Null nähert, wenn p in's Unend- 
wftehst 
qb :_ _ _ ..-.■. : ■:.. -.'.:■ .1 



Noch mag bemerkt Werden, dass die Grösüe 1+1+1+""+^'- Ip 

wenn -p^ wAchist. Depn man hat, tp-^fp^zOp 
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Es ist nun meine Aufgabe , den Unterschied der Grü< 
sp^lp vom wahren Werthe des C, wenn p einen bestimmteii Wei 
erhält y auf eine für die Rechnung bequeme Art zu bestimiiH 

Zu dem Ende sei 1 + i + i + .... + lp = Cp'j dann kommt 

i ,■ ' . . ■ 

1 1 



also dnrd^ Addition zu beiden Seiten 
oder, fOr^t^ seinen Werth gesetzt, 

CVF» =1+4 + .+1 - /(;»+l)+^-^(I +^i) 

Setzt man nun A;=qo, wobei Cp^.» in C übergeht, so erhSitB 
die unendliche Reihe 

(1) C=l+i+i + ....+^— /(^ + l) + ii,+ii, + tia + ... 



wo 



r I 






Die Reihe Uu m^, »a,—. ist eonvergent» wie sich aitf ' 

vorgehenden Betrachtung unmittelbar ergiebt; es erhellet A 

übrigens auch auf nachstehende Weise. Durch Entwiekeiung ^ 
Louarithmus findet man 
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folglich ist offenbar ift<^«f 4-/- ) ' "°^ hieraus, so wie aus 

dem Umstände, dass die Reihe ( , | J » ( ,^y j > ("X^J »••• 

cDovergent ist, ei^ebt sich die Convergenz der Reihe tfi, ir«» «3,.... 
Diese Convergenz geht aber nur lan<;8am von Statten, und um 
deshalb eine starker convergirende Reihe zu erhalten, luse man 
die Glieder ff|, 1%, tis,.... in unendliche convergirende Reihen auf 
und summire die resultirende Doppelreihe dadurch, dass man sie 
In eine andere einfache Reihe umgestaltet. 

Um aber uk in eine unendliche Reihe zu verwandeln, kann 
man mehrere Formeln anwenden. Zuerst giebt die Anwendung 
der Formel 1(1 +ar) =x - |ar« + Ix^ - .... (— 1 <.r < 1) : 



Uk 



also 



-^'\pjd ~'(j+d +*(p+*) " 

«.=<^,y-i(^,)'+i(^iy- ' 



Man sieht hieraus, dass sammtliche Vertikalreihen convergent 
sind, dass ferner auch ihre Summen eine conver^ente Reihe .bil- 
den: allein keineswegs darf hieraus im Allgemeinen geschlössen 
werden, dass die Summe der letztern Reihe der Summe Ui+v^-\-u^^,„ 
gleich sein muss *). In unserm Falle ist dieser Schluss indessen 



*) Die Theorie der Convergenz der Doppelreiben ist nach den Vor- 
tribeiten Cauchy's keineswegA als abgeschlossen . zu betrachten, indem 
Citdiy (Coors d'Analyse p. ö3T ff.) bltis den Fall 10 Betracht gebogen, 
4iss die sammtiichen Horizontalreihen, und. die Beihe ihrer Suinmen 
MiTergent sind, und diese doppelte Eigenscdiaft noch bestehen bleibt, 
wean alle Glieder der Doppelreihe auf ihre numerischen 
Werth'e reducirt Verden. Findet d|e letzte Bedingung nicht statt, 
M fuhrt die weitere Untersuchung, mit der ich jetzt beschäftigt bin, 
nf anscheinend sehr merkwärdige Resultate, von denen ich hier fol- 
gendes hervorhebe. Die Doppelreihe sei 

4(i-4)-J(i-J)> Ki-4)-J(i-l). i(i-i)-Ki-D.-- 

t(l_4)«_. (!_.)«, |(l_t)._i(l_J)., J(l_i).-i(i_J)V.. 

k»-i)'-!.(i-D'. J(i-l)'-iO-J)'. 10-i)»-J0-J)'.-- 
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Es ist nun meine Aufgabe , den Unterschied der Gru 
sp^lp vom wahren Werthe des C, wenn p einen bestimmten Wi 
erhält 9 auf eine für die Rechnung bequeme Art zu bestimn 

Zu dem Ende sei 1 + i + J + •••• + lp = Cp'j dann kommt 

1 1 



also dorc^ Addition zu beiden Seiten 
oder, far<Cy seinen Wetth gesetzt^ 

Setzt man nun A;==qo> wobei Cp^* in C übergeht, so erhäta 
die unendliche Reihe 

j • 

(1) C=l+i+ä + ,... + -— /(p + l) + iii+iia + »a+..' 

wo 

-..c: I : . . ■■:■ I ^ ^ . 1 



Die Reihe Ui'y «f^, ti^,.... ist convergent, wie sich' asi 4 

vorgehenden Betrachtung unmittelbar ergiebt; es erhellet ij 

übrigens auch auf nachstehende Weise. Durch EntwiekelHOg ^4 
Logarithmus findet man 
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2*» + 4*4 +••••+ .4*84 

jJ^ T s*ö T •"• "T" nHi '■ 

Unterschied =0.27036 28454 618711 



0.34657 35902 792760 
0.07621 07448 174049 



C= 0.27036 28454 618711 

+0.30685 28194 400547 (=l—i^ 

= 0.57721 56649 019258. 

Die vier letzten Decimaien irrthfimlich. Die Werthe der u- 
türlichen ^Logarithmen sind aus dem Recneil de Table 8 loga- 
rithmiques etc. par Sehbltze. ä Berlin. 1778. genomnieo, 
woselbst sie auf 48 Decimaien berechnet sind« 

Mit viel wenigem Gliedern der Reihe (2) reicht man aus > wenn 
man für p einen grossem' Werth nimmt , z. B. 5. Dann muss man 
sich freilich erst die Mühe geben, die Werthe von (!)"■+( J)'»+(J)*+- 
zu berechnen, was auf die Berechnung von (i)""+(f)"*+(4)'"+(i)" 
zurückkommt. Diese Muhe ist aber nicht hoch anzuschlagen; 
denn man verwandelt die Brüche \y \y l,j- leicht in Decimalbruche, 
findet daraus durch Division mit resp. 2, 3, 4, 6 die Quadrate 
(i)^, (i)*. (i)*» (i)*> daraus, auf ähnliche Art die Guben (J)», (1)», 
(Ja* (i)'* u- s« w. Auf diese Art habe ich folgende Tafdl con« 
struift: • 



«(0 

5(0 
5(s): 

«(0; 

5(0 : 



5 



(0 = 



0.18132 
0.01639 
0.00197 
0.00026 
0.00003 
0.00000 
0.00000 
0.00000 



29557 
4866] 
13046 
59663 
81792 
56948 
08716 
01358 



371153 
225573 
987925 
059214 
469662 
548451 
186059 
653913 



5(0 

,(0 = 
,(0 = 



5 



(0 = 



18 



0.00000 
0.00000 
O.ÜOOOO 

• 

O.OÜOOÜ 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 



00214 65^932^ 
00034 2627106 
00005 5124QD 
00000 8fö420 
00000 146203 
00000 a23?2li 
00000 003887 
00000 00063S 
00000 000103. 



Die letzte Decimale ist übrigens unsicher. 
Für ^=5 wird nun die Formel (2) 

C=0.49157 38641 052783 + i5(0 ~ \s^) + I5C0 - .... 

Geht man bis zur 16ten Potenz incl., so wird der Fehler AK^i^id\ 
d. i. <0.00000 00000 000037, und inan erhält also 14 riditigl| 
Decimaien. Die Rechnung giebt 

45(0 + i5l0 + ....+ h «(*; = 0.091 16 07783 969767 
U(0 + {5(0 + .... + r'i 5(0 =0.00551 89776" 607188 ' 



Diff. =0.08564 18007 962579. 



.-i 
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' - ■ ; •;: C= 0.08664 18007. 968679 

> 049167 38641 062783 

= Ö-67721 566|i9 015^2. 

Nach GaM84 (Djsquisitionfs generales circa seriem infinifametc.) 
ist C= 0.67^21 66649 01662 861, und der Fehler als«? 

< 0.00000 00000 000033, 

d. i. kieiDer als die oben angegebene Grenze. 

Eipe noch «tärker convergirende Reihe erhält man , wenn man 
die GrOsse uk nach der Formel 



ii 



''=C-^«(S^)"+<f?Ö°+-] 



entwickelt. Man crbSlt auf solcfae Weise: 



) 



\ 

V • ••. • . 



Simi^cbe Horizontalreihen sind convergent^ . upd bleibjeo con- 
vergenty wenn man die Glieder auf ihre numerischen :Werthe re- 
dncirt: Nach Vöfnehmun^ dieser Reduction wird eine Horizontat 
rethe allgemein gleich 



(/i+2)62^+2«+l)+K2p+2«+lj +^2^+27^+]) 



6 

"l •••• 9 



1 2 

ond die Summe dieser Reihe ist =/(l + ^ — - — ) — ^ — t-tv — r-r 

^ p+n 2p + 2n + l 

^ummen der Horizontalreihen , nachdem alle Glieder auf die nume- 
nschen Werthe redncirt worden, diese sind: 

I ' 
■ • 

m i ^ 1 ^+^ 1 2y-f3 

'^*+p + l^ (p+l)(2p+3)' '^* + p+2' (p+2)(2p+6)' 

( ini-i— ■»-— ^^il^—^ i ■ '"'^ 

^ '^'+p+3' (;>+3)(2p + 7)'- 

' f 

'^i^ letztere Reihe ist ferner cenvergent Dönn e$ ist 
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in I ^ y.. '^p+2h-i _ 1 2pH-2w— 1 

^ ^p+n^ (p+n)('ip+2«+l)— p + n (p+n)2p+2n+l) 

= (p+n) (2p+27*+l) ~ ^ • {ffüj +*(?+V ■'•"' 
und folglich, wie man leicht findet. 



P + n' (p+n) (2;^+2n+l) ^ (p+n)(2p+2«+l)- 

Die Glieder der in Rede stehenden Reihe sind also- kleiner ili 
die der convergenfen tleihe 



(p+lK^P+^y (p+2)(2p+6y (p+3)C2p+7)'-- 

weshalb die Reihe selbst ebenfalls convergirt 

Nach der obigen Doppelreihe ist also« wenn man in vertikaler 
Richtung sumrairt: , . ^ 

wo die Summe 2 sich von n=.\ bis ra=:QO erstreckt DieSaninM 

^7 — ; — vT-; — r^ — rT\ lässt «ich auf eine endliche Reihe zoruct 
bringen; nenn sie ist 

_i .j_. 1 . , 1 , 1 ., . 

- O +^2 . 5 + 577 "•" • •• ^" p (2/>+ 1) + (/>fl)(2p+3) + '" ""• 



11.3 + 2.5 *'" + »(2»+l)i ' 



p(2/»+l) 

und der Minuendus dieser Differenz (0) ist bekanntlich =2(1— /2^i 
folglich hat man 

»=« 1 ,111 . ■• . 1. ^ ^ 

„f i (;j+M)(2/>+2«+T)=^^*~'^^~0~2:5~3":7~""~^^l^f 

also. 

C=l+4+....+^-/(p+l)+2(l^ß)-!2(^:^y 
"»^Vap+an + iy . ••• TO~ 2,5^- -pCJ^+l)' .-■< 



J 
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;: C= 0.08864 18007 968579 
+0.49157 38641* 0S278S 

== 0-57721 566^9 015^2- 

Nach Gajisf (Disquisitionfs senerales circa seriein infinitametc.) 
it C= 0.57^1 .56649 01562 861, und der Fehler also 

< 0.00000 00000 000033, 

. i. kleiner als die oben angegebene Grenze. 

Eine noch stärker eonvergirende Reihe erhält man , svenn man 
ie Grosse uk nach der Formel 

Dtvrickelt. Man erhält auf solche Weise : 

Imaitlicbe Horbontalreihen sind convergent, und bleibjen con- 
»rgent, wenn man die Glieder auf ihre numerischen :Werthe re- 
icittl Nach Vornehmun^ dieser Reduction wird eine Horizontät- 
ihe allgemein gleich 



(p+2)i2p+'>n+l) ^ ' \2p+2n+l) +^V2p+Wl/ 



"T" •••• > 



id die Summe dieser Reihe ist =/(! + ^ — ; — ) — 3 — r-n — nr 

^ p-i-n 2p + 2n + l 

(p+7*)(^+2n+l) = ^(^ +f+;? "" («+n) (2p+2«+iy ^^ *^ "^^^ 
ammen der Horizontalreihen , nachdem alle Glieder auf die nume- 
schen Werthe reducirt worden, di^se sind: 

'^'+p + l^ (p+l)(2p+3)' '^*+;»+2' (p+2)(2p + 5)' 



( ia^J^).,,J^ 



I • * 



'(*+p+3^ (p+3)(2p+7)*" 

I 

ie letztere Reihe ist ferner cenvergent. ' D^n ei ist 
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in + 1*4 + .". + A'34 = 0.34657 35902 792760 

i^ + lsn+ ... + Ä^5 = 0.07621 07448 174049 

Unterschied =0.27036 28454 618711. 

C= 0.27036 28454 618711 

+0.30685 28194 400547 (=l—ß) 

= 0.57721 56649 019258. 

Die vier letzten Deciraaien irrthnmllch. Die Werihe der n 
türlichen Logarithmen sind aus dem Reo ii eil de Table» logt 
rithmiques etc. par Schültze. ä Berlin. 1778. genommei 
woselbst sie auf 48 Decimalen berechnet sind« 

Mit viel wenigiern Gliedern der Reihe (2) reicht man aus« wer 
man für p einen grössern' Werth nimmt , z. B. 5. Dann muss nu 
sich freihch erst die Mühe geben, die Werthe von (!)'"+(')'"+(£)"+ 
zu berechnen 9 was auf die Berechnung von (4)"" +(f)"* +(!)*" +0) 
zurückkommt Diese Mühe ist aber nicht hoch anzuschlagei 
denn man ver^'andelt die Brüche \y J, J^^ leicht in Decimalbrüchi 
findet daraus durch Division mit resp. 2« 3, 4« 5 die Quadrat 
(i)^, (?.)*t (J)*, (i)*, daraus auf ähnliche Art die Cubeo (4)», (S) 
(ir» (i)'» «• s. w. Auf diese Art habe ich folgende Tatdl coi 
struirt: - 



,(*)= 0.18132 29557 371153 
«(/) =0.01639 48661 2L>5573 
*iO =0.00197 13046 987925 
5(0=0.00026 59663 059214 
*{»)= 0.00003 81792 469662 
*(0 =0.00000 56948 548451 
sW =0.00000 08716 186059 
«(0=0.00000 01358 653913 



ilt>= 0.00000 00214 656033^ 
«\\) =0.00000 00034 263706 
«(0 =0.00000 00005 51240D 
«(•) =0.00000 d000O8fö420 
«,0 =0.00000 00000 145203 
<(•) =0.00000 00000 &2373() 
«(0 =0.00000 00000 003887 

t D 

«(0 =0.00000 00000 00063^ 
M') =0.00000 00000 000103. 



Die letzte Decimale ist übrigens unsicher- 
Für /)=5'wird nun die Formel ('2) 

C= 0.49157 38041 052783 + 44») - Ul'^ + i*(0 - .... 

. J 
Geht man bis zur 16ten Potenz incl.^ so wird der Fehler A<^h^)% 
d. i. <0.00000 00000 000037, und man erhält also 14 richtigt 
Decimalen. Die Rechnung giebt 

W'^) + i4'> + .. .+ A4'c^=0.09116 07783 969767 
U(») 4- is( ) + .... + i, ,?(») =0.00551 8977» Ö07188 

DiflF. = 0.08564 18007 962579. 
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11 2 

Da endlich allganein X""^ ^qa ■ i = 9aj_i f ^^ kommt, wenn man 
p— 1 statt p uod zur Abkürzung 



(2^+17 ^{ip+z) +(j>p+5) + ••— 






setzt : 



(3) C=2(l-ß)+2(i-|4+4+....+2^) ~/p-!af -f <yf )-?<//'^-.. 

Nach der vorhergehenden Betrachtung ist 2 der. kleinste 
Werth, welchen man hier fiir p setzen darf. Jedoch gilt die 

Formel auch noch ffir = 19 wenn man dann nur das Glied 

1 
2(i+i+.... + ö i) als verschwindend ansieht, wie auf folgende 

Art erhellt ^^ 

Far/i=2 kommt C=2(l— Z2) + }— ß-löj^^^-la'/ -...öder, 

da(4*^=(T|;|^— (1)« ist, C=2(l-ß)+|-ß— jcr^'^-lV^^ — 

+!.(i)'+|.(i)*+ Da nun |.C)»+?.C)*+...-ß— % so kommt 

(3*) C=2(l-.ß)-|cr3-.|tf5-fö^-...., 

wo jetzt tfm=ft)"» + (i)"»+(y)'»+.... gesetzt worden. 
Bekanntlich ist 

1+Sm 



^m^=Sm — 



2»» 



WO, wie vorher, *in=(0'"+(J)'" + (4)"' + — •» ^^^ "^ch der ersten 
der vorhersehenden Tafeln erhält mau demnach leicht die folgende 
Tafel: 



. <^ =0.05179 97902 646450 
a^= 0.00452 37627 951397 
öy =0.00647 15486 5-23764 
09=0.00005 13451 838438 

0,1 =0.00000 56660 510900 



^13 =0.00000 06280 554218 
(7x5=0.00000 00697 247031 
<yir=0.000(JO 00077 440394 
<Ti9=0.00000 00008 604441 
oiii =0.00000 00000 956012. 



Die Fehlergrenze bei der Rechnung nach (3*) lässt sich auf 
folgende Art bestinxmen. Bleibt man bei dem Gliede ^^ | <yy-i 

stehen, so kommt es darauf an, eine Grenze fiir die Summe aller 
folgenden Glieder aufzufinden. Nun ist offenbar jeder Werth in 
Qer vorhergehenden Tafel kleiner als der 9te Theil des vorher- 
sehenden, folglich ... 



/ 
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nach einem Theorem von Cauchy (Cours d' Analyse p. S41.) zu- 
lässig; denn erstens bleiben die Horizontalreihen conTergent« wenn 
man die Glieder der obigen Doppelreihe auf ihre numeriseben 
WertHe reducirt, sodann werden nach dieser Redactioo die Sum- 
men der Horizontalreihen, wie^man leicht findet, 

und dies ist eine convergirende Reibe, da fär p>l die Glieder 
offenbar kleiner als die Glieder der convergirenden Reihe 



p(P + l' (p + l)(p + '2)' (p + 2)(p+3,)"- 

Hind, welche — zur Summe hat. 

P 

Bezeichnet man nun die Vertikalsumme f"jn) + (~l2y 
+ f -VqJ +.... kurz durch s^\ s)ö erhält man nach (1): 

■ 

(2) C=l +4+i + ....+^-/(i»+l)+4*iJ')-i*lP>+l«ir> -etc. 
Für p=l geht diese Formel in die bekannte 

■ 

(2*) C=l-/2+i52-i*3 + i*4- — 

über, wo jetzt (J)"* + G)"» + (i)"" + .... = Sm gesetzt worden iit 
Diese letzte Formel leitet man sonst gewöhnlich aus der Gleichiin| 

/r(a:+l)=:— Cr+a:^/(l+a:) + Ja:%-Ja^3*8 + ••. 
ab, indem man a:=l setzt, und beachtet, dass P(2)=l, /P(!2)dl 
ist. Die Grösse 5« + 1 = 1"» + (4)"» +G)*» + (!)«+.... ist bekanat- 
iich von Euier von m=2 bis 7n=l6, und dann von Legendre 
(Exercices de calcul Integral, Paris 1811—16. IV. Partie. Sect L 

E. 65.), der zugleich einige Fehler in der Euler sehen Tä&l vtf) 
esserte, bis m=35 auf 16 Decimalen berechnet worden. Dfli 
folgenden ßetracbtunsen wegen kann ich nicht umhin, diese aii' 
Eytelweins Grunalehren der höhern Analysis. Berlin 
1824. Bd. 2. p. 644. entlehnte Tafel hierher zu setzen. 



Summirt man zuerst die Horizontalreihen und dann die Reihen diu*'] 
Sommen, so kommt ^, Summirt man dagegen zuerst die VertikalNOMi] 
nnd dann die Reihe dieser Suromen, so kommt -~^ heraus. 
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/(i+-)=rfi+<i|iy+<rfc)' + 



erhält man dann 






fol^ich^ in vertikaler Richtung suraroirend, wie es hier erlaubt ist, 
-(»1 +H+f>3 + -.) = i«!'*^ + W?^ + i9!f) + .... , und 

Addirt man hiezu die Gleichung (2) 
«0 kommt 

-•J^ic?".. :.- . \'^ ■ ■ ■•^.:'- ■. ." ^ 

Die Torhergehenden Methoden reichen, wie man sieht, voll- 
stäodigaus, um C auf 14'Decinialen zu berechnen. Wollte man 
mehr Stellen haben, so müsste man die Potenzsummen auf mehr 
ab 16 Decimalstellen berechnen. Inzwischen ist aber bekannt 

riog, dass es noch viele andere stark convergirende Reihen für 
giebt,. deren Anwendung zu einer äusserst grossen Genauigkeit 
hhrt. Dahin gehört z. B. die halbconvergente Reihe 



1 i ^ k k 



wo £, B9 i&,.... die aufeinander folgendea Bernoullischen Zah? 
len sind. Mascheroni findet C mittelst dieser Reihe auf 32 De- 
cimaleo, indem er prr:100 setzt. 

' Debrtgens giebt es auch noch andere stark convergirende; 
Mheä i&r Cy in denen gleichfalls die Potenzsummen vorkommen», 
iiüder Gleichung z. B. 

/r(ar + 1) = — Cr + ar — /(l + o:) + iar^ia - iarSji + .... 
•hÜt man för arv=i: ^ 
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Dabei mag schliesslich bemerkt werden, dass man diese Raik 
in folgende, um so stärker convergirende, je grosser p ist» w- 
wandeln kann : \ 

-J-(i)»*ip) 



•f. 



lieber einen Satz Ton den HrfimmiiiigB"| 
hallbmessern der krummen Obep- 

flächen. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Di enger, 

Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren BörgeFScbole u 

Sinsheim hei Heidelherg. 



Sep-j 



In den Comptes rendus der Pariser Akademie vom 27. 
tember v. J. stellt ß abinet einen Satz auf, der im Allgemei 
auf das Folgende hinauskommt: 

„Durch die Normale in einem Punkte einer krummen Ol 
fläche lege man m Ebenen^ die mit einander lauter gleicbe' 
bilden, heisse Qi, ^2»'*»Pm die Krümmungshalbmesser der j 
kurven in dem betreffenden Punkte, endlich R und r iik 
Hauptkrümmungshalbmesser der Oberfläche io demselben Paikf^ 
so ist 



Wh 



m 



(s+s+ +s;)=»(ff+'K. « 



I 
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11 2 

Da endlich allgemein r^XToÄjTi^^yZIjri* ^^ kommt, ween man 

p— 1 statt p und zur Abkürzung 



W+v +(2^+3) +(vfs) +••— 



tn 



setzt: 



0) c=2(i-ß)+2(m+i+....+2j~i) ~'p-s<^?^-?<^^ 

Nach der vorhergehenden Betrachtung ist 2 der. kleinste 

"Verth, welchen man hier für p setzen darf. Jedoch gilt die 

formet auch noch für =: 1 , wenn man dann nur das Glied 

1 

2(i + i+.... + ö-— t) als verschwindend ansieht 5 wie auf folgende 
-Art erhellt. 

Für jp=2 kommt C=2(l-/2) + i-ß-!cj^g^^~S<y|j^U..oder, 

da ffl^^^zzu^'^-O)« ist, C=:2(l-ß)+|-ß-5(y^'^-f(Fj^^^- 

-f!.(i)»+|.(i)*+ Da nun i.(i)8+|.(i)5+...-/2-;, so kommt 



(3*) C=2(l-ß)-§<y3-|<y5-?öy-...., 

PTO jetzt cJm=G)*" + (i)'"+(7)'"+«— gesetzt worden. 
Bekanntlich ist 

1+Sm 



^m'—-Sm — 



2»» 



^o, wie vorher, *m=(0"*+(3)'"+(l)"' + — •> "'id nach der ersten 
1er vorhergehenden Talein erhält man demnach leicht die folgende 
rafel: 



„ . .413 =?0.Q5179 97902 646450 

a^ =0.00452 37627 951397 

öy =0.00047 154S6 523764 

0^=0.00005 13451 838438 

Oll =0.00000 56660 510900 



(^19 =0.00000 06280 554218 
^15=0.00000 00697 247031 
tfi7=0.00000 00077.448394 
<yi9=:0.00000 00008 604441 
öai =0.00000 00000 956012. 



Die Fehlergrenze hei der Rechnung nach (3*) lässt sich auf 
tilgende Art bestimmen. Bleibt man bei dem Gliede ^ i ^^ar-i 

fehen, so kommt es darauf an, eine Grenze ßir die Summe aller 
Engenden Glieder aufzufinden. Nun ist offenbar jeder Werth in 
W vorhergehenden Tafel kleiner als der 9te Theil des vorher- 
Inenden 9 folglich 
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1 2p+2n-l _ 1 2y+2»»— 1 

'^^^pW (/»+n)(2p+2»+l)— p + w (p+n)2p+2«+l) 

""*(h^/ ^'(fm) ~ 

und folglich, w\e man leicht findet, 

' ^* +p + «^ (p+«) (2/>+2n+l) ^ (p+n)(2p+2«+l)- 

Die Glieder der in Rede stehenden Reihe sind also kldnet alt 
die der convergcnten Reibe 



(/>+l)(2/»+3)' (p+'2)(2p+6r lp+S)(ip+7)'- 

weshalb die Reihe selbst ebenfalfs convergirt. 

Nach der obigen Doppelreihe ist also» wenn man in vertikakf 
Richtung summirt: 

6=1 + 4 + 1 H- .- + ^ - 1(P,+ 1) f £ (p^.„j (4+2«+i) 

wo die Summe S sich von n=l bis n=ao erstreckt. DieSnuae 
^St — : — TT — r?: — r^ lässt «ich auf eine endliche Reihe znrCck- 



*'(p+n)(i»+2w+l) " 
bringen; denn sie ist 



_ 1 . 1.1. 1 I_ . . . r , 

-r:5+^2:5+5:7''""+p(2y>+i)+(pfi)(2p+3)+ •"""• i 



)l.3+2.5*^ • + «(2»+l)j ' 



p(2p+l) 

und der Minuendus dieser Differenz (a) ist bekanntlich =2(1— /$;. 
folglich hat man 



n-:« 



also 



f I (;>+7i)(2p+2n+T)-^^^ '^^"O ~2.5~3:7~--~p^^r 



c^i+i+....+^-/(P+i)+2(i-«)-!^(^q:5;ppy 

...,/ 1 V 1 i 1 ■: 

"'-"yip + 'In+V • ••• ~1.3~ i:»"' ••~/»CJ>p+|>" ■»% 
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112 
Da endlich allgemein r~ 779X371== «XITT» so kommt, wenn man 

p—i statt p und zur Abkürzung 



(2P+1J +G/»+3} +(vfs) 



+ "m 



aetzt: 



<3) C=2(l-ß)+2(i44+|+....+^~j) -/p-Sttf -f fff-fff'/"-.. 

Nach der vorhergehenden Betrachtung ist 2 der. kleinste 
^erth, welchen man hier für p setzen darf. Jedoch gilt die 
Vormel auch noch für pzzzl, wenn man dann nur das Glied 

^ft + Y+"" + öZ"~j) als verschwindend ansieht, wie auf folgende 
Jkjtt erhellt 

r: :Ffirjp=2 kommt C=;:2(l-ß) + }-/2-l4^^-|<yjj'U..oder, 

*» ^J^ = ^m^-0)'" »«*' C=2(l~ß)+|-ß-i(y^^>-|a^;^^ 

H-!.(i)*+|.(l)*+ Da nun |.(i)8-|.|.(i)5^...-/2— % so kommt 

(3*) C=2(l-ß)-§tf3-?<y5-.?(yy-...., 

^o jetzt Cm=(l)^ + (l)"*+(j)^+ ***. gesetzt worden. 
Bekanntlich ist 

1+Sm 



Cm — Sm — 



2m ' 



■jpo, wie vorher, *m= (>)"*+ (3)"* + (4)'" + -—5 und nach der ersten 
Per vorhergehenden Tafeln erhält man demnach leicht die folgende 
iTafel: 



-in 4^=0.05179 97902 646450 
,. a^==0.00453 37627 951397 
-' 0^=0.00047 15486 5-23764 
00=0.00005 13451 838438 
\ 1^1=0.00000 56660 610900 



ai3= 0.00000 06280 554218 
015=0.00000 00697 247031 
<yi7=0.000(J0 00077.440394 
019=0.00000 00008 604441 
041=0.00000 00000 956012. 



Die Fehlergrenze bei -der Reohnung nach (3^) lässt sich auf 
K^lgende Art bestin^men. Bleibt man bei dem Gliede ^ i ^^y-i 

'%iehen, so kommt es darauf an, eine Grenze för die Summe aller 
Agenden Glieder aufzufinden. Nun ist offenbar jeder Werth in 
'^Sr vorhergehenden Tafel kleiner als der 9te Theil des vorher- 
Mienden, folglich 
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?A + i'4 + •• • + A»s4= 0.34657 3S902 792760 

i% + Jj% + . • + Mi = 0.07621 07448 174049 

Unterschied =0.27036 28454 618711. 

6'= 0.27036 28454 618711 

+0.30685 28194 400547 (=l—ß) 

= 0.57721 56649 019258. 

Die vier letzten Decimalen irrthfimlich. Die Werihe der n 
türlichen Logarithmen sind aus dem ReciieiL de Tabies loga 
rithmiques etc. par Schültze. a Berlin. 1778. genomniei 
woselbst sie auf 48 Decimalen berechnet sind. 

Mit viel wenigern Gliedern der Reihe (2) reicht man aus , wer 
man für » einen (grossem' Werth nimmt, z. B. 5. Dann mussnia 
sich freilich erst die Mühe ^eben, die Werthe von ( i)"* +(!)"*+( J)"+ 
zu berechnen 9 was auf die Berechnung von {i)'"+(f)"*+(J)"+({) 
zurückkommt. Diese Miihe ist aber nicht hoch anzuschUga 
denn man ven^ andelt die Brüche i, ], J^i leicht in DecimalbrGchi 
findet daraus durch Division mit resp. 2, 3, 4, 6 die Quadrat 
(i)^, (?.)*• (i)*. (i)*5 daraus auf ähnliche Art die Guben Jü», (^ 
(J)', (J)^, u. s. w. Auf diese Art habe ich folgende TaM coi 
struirt: • 



«(0=0.18132 29557 371153 
,(i) =0.01639 48661 225573 
*iO =0.00197 13046 987925 
«(0=0.00026 59663 059214 
«(0=0.00003 8J792 469662 
«(0=0.00000 56948 548451 
«W =0.00000 08716 186059 
sl') =0.00000 01358 653913 



4t) =0.00000 00214 eä&m 

«^0=0.00000 00034 262708 
«(;) =0.00000 00005 512400 
<(>.) =0.00000 00000 892^ 
«;>) =0.00000 00000 145203 
$[•) =0.00000 00000 (JrTSnn 
<(0 =0.00000 00000 0038S; 
«(0 =0.00000 00000 00063^ 
.v(:) =0.00000 00000 000105. 



Die letzte Decimale ist übrij^ens unsicher^ 
Für ^=5 wird nun die Formel (2) 

C= 0.49157 38041 0527^;3 + 440 - i«(0 + »«CO - .... 



.'* 



Geht man bis zur 16ten Potenz incl., so wird der Fehler ^<i't^!' 
d. i. <0.00000 00000 000037, und man erhält al^K» U riditij{i 
Decimalen. Die Rechnung giebt 

i4») + W*> + ....+ AiÄ(';=0.09n6 07783 «9767 
i«(s) + '«(O + .... + ,\ ,v(0 =0.00551 89776 JAbftlSß 

Diff. = 0.0856ri8007 Wtö. 
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/(i+-)=rft+<rfcy+<rf^)'+ • 



rhält man dann 



■ 



»Iglich, in vertikaler Richtung sumroirend, wie es hier erlaubt ist, 
"(»1 + »2+ »3 + ••••) = is^P^ + W?^ + U!^) +...., und 

(4) C=l + i + i + ....+^~/p~i5CP)~J*(i»)-i5li»)-.... 
ddirt man hiezu die Gleichung (2) 



\ kommt 



'., ■ ' .' 



•^ « >i«.. -■;.--. I . .I..1 i .. . f .. 

Die vorhergehenden Methoden reichen, wie man sieht^ voll- 
ändigaus, um C auf 14 *Decinialen zu berechnen. Wollte man 
ehr Stellen haben, so musste man die Potenzsummen auf mehr 
s 16 Decimalstellen berechnen. Inzwischen ist aber bekannt 
^nng, dass es noch viele andere stark convergirende Reihen für 
giebt». deren Anwendung zu einer äusserst grossen Genauigkeit 
hrt. Dahin gehört z. B. die halbconvergente .Reihe 



> ß^ JB, ß,,... die aufeinander folgendea Bernoullischen Zah? 
1 sind. Mascheroni findet C mittelst dieser Reihe auf 32 De- 

Halen , indeto er » rr: 100 setzt. 

-■■■'',■ ■ ' » 

Uebrtgens giebt es auch noch andere stark convergirende. 
4kefi f3r Cy in denen gleichfalls die Potenzsummen vorkommen* 
m Aer Gleichung z. B. 

/r(ar + 1)=— Gl? + a:^/(l + o:) + iar2*2 - if^'^s + •• 
iStt man ffir xr^^i ^ 
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Es ist nun meine Aufgabe , deo Unterschied der Gtoi 
ip-^lp vom wahren Werthe des C, wenn/i einen bestimmten We 
erhält, auf eine fiir die Rechnung bequeme Art zu bestimm 

Zu dem Ende sei 1 + i + J + .... + lp = Cp\ dann kommt 

1 1 



also dnrc^ Addition zu beiden Seiten 
oder, f&T-Cp seinen Werth gesetzt, 

* I . 

Setzt man nun ä;=qo9 wobei Cp-f» in C übergeht, so erhSlt n 
die unendliche Reihe 

(1) C=l+i+J+....+^— /(/? + l) + t£i+iia + «a + ..., 



WO 









Die Reihe ^^i^, «^^ p^« •»•• usi t^onvergent, v^ie sich an^ i 
vorgehenden Betrachtang unmittelbar ergiebt; es erheilet i 
übrigens auch auf nachstehende Weise. Durch Entwiekelaog ' 
Logarithmus findet man 



« 
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Iglich ist offenbar «t < ^ « f 4- JS- ) ' ""^ hieraus, so wie aus 

em Umstände, dass die Reihe (^7+1) > (j^ + 2) ^ fol) '* 

3Dvergent ist, ergiebt sich die Convergenz der Reihe ttj, t/2» %»•— 
Tiese Convergenz geht aber nur lan<i^sam von Statten, und um 
eshaib eine stärker eonvergirende Reihe zu erhalten, iuse man 
ie Glieder 7<i, U2> Ms?*.-* in unendliche eonvergirende Reihen anf 
nd sumniire die resultirende Doppelreihe dadurch, dass man sie 
k eine andere einfache Reihe umgestaltet. 

Um aber uk in eine unendliche Reihe zu verwandeln, kann 
lan mehrere Formeln anwenden. Zuerst giebt die Anwendung 
er Formel /(l+a:)=^-^a;2+ >3 -....(— 1<.t<1): 



so 



"'=*(^iy-*(^2y+i(^2y- • 



Man sieht hieraus, dass sämmtliche Vertikalreihen convergent 
ad, dass ferner auch ihre Summen eine convergente Reihe bii- 
sn; allein keineswegs darf hieraus im Allgemeinen geschlossen 
erden, dass die Summe der letztern Reihe der Summe tfi4-2^+%-f — 
eich sein muss *). In unserm Falle ist dieser Schluss indessen 



*) Die Theorie der Convergfenz der Doppelreiben ist nach den Vor- 
zeiten Cauchy's keineswegs als ahg^eschlossen zu betrachten, indem 
luchy (Cours d* Analyse p. r)37 ff.) blas den Fall in Betracht gezfOgen, 
tss die sämmtlichen H«»rizontalreiheD . und die Reihe ihrer Suinmen 
nvergent sind, und diese doppelte £i|i(enschaft noch bestehen bleibt, 
enn alle Glieder der Doppelreihe anf ihre numerischen 
'erthe reduoirt werden. Findet die letzte Bedingung nicht statt, 
fuhrt die weitere Untersuchung, mit der ich jetzt beschäftigt bin, 
if anscheinend sehr merkwürdige Resultate, von denen ich hier fol- 
ndna hervorhebe. Die Doppelreihe sei 

ia-i)-J(i-l)> Ki-i)-J(i-i).iO-l)~Ki-l),-.. 
4(i_4)._.(i_i)., .(x_t)._.(i_j)., j(i_^)._t(i_j),,.... 

..Mi-i)*- l(i-J)*. 1(1-5)* -i(i-J)». \a-i)* -K»-i)*v.- 
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,f. . 1 . 2p+2n-l _ 1 2p+'2»i— 1 

'^^^pW (/>+n)('2p+2ii+l)— p+n (p+«)2p+2»+l) 

= (p+n) (2p+2«+i) ~ i • (^r+;;y "•"^vFR/ ■"••" 

und folglich, wie man leicht findet, 

m 4. J_^ _ 2y+2«-l ' , 2 

'^* +// -i- «^ (p+n) (2?>+2n+l) ^ (p+n)(2p+2n+l)" 

Die Glieder der in Rede stehenden Reihe sind also- kleiner ib 
die der convergen.ten tleihe 

2 ' 2 2 



(p+iK2p+3y (p+2)(2p+6y (p+d)(:2p+7)""' , 

weshalb die Reibe selbst ebenfalts convergirt. 

Nach der obigeo Doppelreihe ist also» wenn man in vertikalir 
Uichtung summirt: . 

fc'=l+4+i+..■.+^-/(/^+l)+^ (p^^j(4^-2n-^l) 

' V^i9+2M+iy ' V2p+2«+J/ 

wo die Summe 2 sich von n = l bis n=ao erstreckt/ DieSomM 

S-j — : — T-T-, — Tai — rT\ lässt sich auf eine endliche Reihe zorfiet 
(p+n) (i«+2B-|-l) 

bringen; denn sie ist 

_ 1 , 1.1. 1 . 1 . . , 

-O+Oi-5^^ ■" i»(2p+l)''"(p+l)(2p+3)+ '" *"'• 



I1.3 + 2.5 ^•••• + »(2»+l)i ' 



p(2p+l) 

und der Minuendus dieser Differenz (a) ist bekanntlich =2(1— flD; 
folglich hat man 



also 



f,(p+«)(2p+2»i+l)-''^* "^■~0~2.5""3:7~ — ~p^W 



.c=i+4+....+^-/(p+i)+2(i-«)-!2;(^:pL_y 

o / 1 \* 11 1 '1 

~''^V2f» + 2«+V ~" •~0~275~' • -pCJIp+l)* '« 



J 



? 
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IV. 



Man hat 



=2 — 2 Vi — 2a;cos9? + a:2.cos|, 

= 2V1— 2a:cos9 + a:2.si ^; , 

worin 1/; bestimmt wird durch 

1 — X cos CD . ;rsina> 

cosiyy:= ■ y ' — z, sini/;= 



V l — 2.tr COS g? + ar* VI — 2a:co8q> + a:^ 

■ iDd zwischen ü und ^n liegt. ;r>0 und <1; auch darf x=zl 
, sein, wenn weder sin^^), noch cos^g) gleich 1 ist. 



V. 

Unter den gleichen Bedingungen hat man : 

iarcwg) +' j— ^^^cos29 +2^ • 9 ^'cosS^ + s-^ • Q^ar*cos49+... in 1^^^ 

4 4 1 

= &r cos g) — ^ + a(l — 2a? cos g) + o:^)^ . cos^i/;, 

•orsing) +T-n^*sui2g)+qPö •ö^^sin3g)+ ö~7 • ^-jä:^cosi(p+..„ in inf. 

4 g 

= 3ar sin g) — o (1 — 2a? cos tp + a:*) * sin iip. 
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H I s « e 1 1 e n. 



Bemerkung zu der Abhandlung Nr. I. in TU JL S« St. Z. ! 

Vom Herausgeber. 



Bei der Angabe des Coefficienten der terrestrischen St 
brechung nach verschiedenen Beobachtern in der Note a. 
S. 2. habe ich den Begriff dieses CoefBcienten in dem Sini 
Gauss genommen, worüber man Archiv. Tbl. I. S. 76. vergl 
kann. Um jedoch jedem Miss Verständnisse vorzubeugen , m 
ich, dass in den Lehrbüchern der Geodäsie gewöhnlich die 
ten der a. a. O. angegebenen Grossen der CoefOcient der tei 
sehen Refraction genannt werden, indem man nämlich dei 
kei am Mittelpunkte der Erde nur mit diesen Hälften multip 
muss, um die terrestrische Refraction zu erhalten, was All< 
einer blossen Ansicht von Tbl. I. S. 76. sogleich verstl 
werden wird. 



Weil sich erwarten liess, dass über die in Tbl. IX. S. S 
Archivs bei Gelegenheit der Lehre von dem Obelisken von i 
einer analytischen Behandlung benutzte stereometrische Ai 
mir eine grossere Anzahl von Mittheilungen zugehen würde 
der im Archiv dargebotene Raum meistens sehr beschränk 
so habe ich über diese Aufgabe, mit Ausnahme des in T. 
Nr. V. abgedruckten Aufsatzes des Herrn Oberlehrers Sc 
witz in Heiligenstadt, bis jetzt geschwiegen, darf nun aber 
länger anstehen, die mir gemachten Mittneilungen, unter A 
des Datums der Einsendung, nach und nach abdrucken zu 1 
Alle diese Mittheilungen abdrucken zu lassen, möchte ; 
nicht rathsam sein, da natürlich dabei viele Wiederholtinge 
kommen müssten, was ich, wenigstens zum Theil, die ge 
Leser des Archivs schon bei den folgenden Mittheilungen | 
zu entschuldigen bitte. Wenn ich mehr mittheile, als ich 
eigentlich für nöthig halte, so geschieht dies nur, um geg 
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ehrten Herren Einsender so wenig als möglich eine Unger^ch- 
{keit zu begehen 9 was bei der Herausgabe eines Journals leider 
iweilen nicht gane zu vermeiden ist, weshalb ich daher, wenn 
( geschehen «ein sollte, nur um Verzeihung und Nachsicht bit- 
n Kann. 6. 



ichreibeo des Herrn Fabriken •Kommissionsraths A. Brix 

zu Berlin an den Heraasgeber. 



In dem mir so eben zugegangenen ersten Hefte vom 9ten Bande 
bres gesch&tzten Archivs finde ich zwei Aufsätze aus Ihrer Feder, 
anlich über den Satz von dem Inhalte der Obelisken, und über 
ie Entstehung der Körper dieser Art. Beide Aufsätze behandeln 
emnach einen Gegenstand, der mich um so mehr interessirt, als 
A bereits vor einer Reihe von Jahren darin gearbeitet habe, wenn- 
teich die von mir gefundenen Resultate erst nach Mittheilung 
er Ton Herrn Koppe gefundenen Formel für den Inhalt der 
Mbelisken im 25sten Bande S. 129. des Cr eile' sehen Journals 
ir reine und angewandte Mathematik (conf. auch S. 130 — 148. 
M Anhangs zur ^n Auflage meiner Statik) veröffentlicht wor- 
en sind. Es ist nicht meine Absicht,, hier auf einen Prioritäts- 
Mt einzugehen, obgleich es mir leicht wäre, durch die Hefte 
Htber Zuhörer den Beweis zu liefern , dass meine Resultate schon 
lehrcre Jahre vor Herrn Koppe's Mittheilung der oben genann- 
m Formel da waren, auch Herr Koppe selost öffentlicn aner- 
iDot hat, dass ihm die Benennung ,» Obelisken'^ von dem 
Mdichen Geheimen Ober-Regierungsrath , Herrn Beuth, Excel* 
»z, angesehen worden sei. Dass sie von mir herrührt, könnten 
Ihvrfalls die Ministerial - Akten beweisen, wenn darauf irgend ein 
iewicht zu legen wäre. Ich meinerseits lege kein solches Gewicht 
aranf, und bin daher weit davon entfernt, Herrn Koppe die ihm 
ddiffch gebührende Priorität bestreiten zu wollen; dagegen kann 
:b nicht leugnen, dass es mich einigermassen überrascht hat, 
ei Anfiihrung der Arbeiten der Herren Koppe, Steiner und 
tretschnei der die meinigen so gänzlich mit Stillschweigen über- 
meen zu sehen *). Kann und darf auch ein Mitarbeiter an Ihrem 
^niv nicht mehr Atispruch auf Gerechtigkeit von Ihrer Seite 
lachen, als irgend ein anderer, so hat dieser Mitarbeiter als 
jdcher doch auch eben so wenig mehr Anspruch auf gänzliches 
poriren seiner Leistungen, wenn die seiner Concurrenten ge- 
nmt werden. 

Nach dieser Expectoration , die Sie meiner menschlichen 
Ichwachbeit zu Gute halten wollen, erlauben Sie mir noch eine 
iemerkung in Bezug auf Ihren zweiten Aufsatz. 



*) Der Herausgeber kann deshalb Herrn Brix, mit dem er seit lan- 
IT Zeit in den freundschaftlichsten Beziehungen zu stehen die Ehre 
d die Freude gehabt hat, und noch hat, nur um Verzeihung bitten. 
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Sie tadeln darin ^ und gewiss mit Recht « dass man nach der 
Erklärung der Obelisken 5 ohne sich um deren Realität weiter su 
kümmern, sogleich einige Eigenschaften derselben bewiesen und 
dann mit einer gewissen Eilfertigkeit den körperlichen Inhalt — 
und die Lage des Schwerpunktes^ hätten Sie mit Rücksicht 
auf meine Abnandlung im Grelle' sehen Journal hinzusetzeq kön- 
nen — zu bestimmen gesucht habe, wahrscheinlich, um nur recht 
bald etwas Anwendbares für die Praxis zu gewinnen. In der That 
war letzteres bei meiner Behandlung des fraglichen Gegenstandes 
der nächste Zweck, was schon darin seine Erklärung findet, weil 
ich durch die Praxis eben auf ihn geführt wurde. Nichtsdesto- 
weniger habe ich mich ebenfalls des von Ihnen gerügten Ver- 
stosses gegen die euklidische Strenge theilhaftig gemacht, nnd 
deshalb beeile ich mich, diese Sünde so viel wie möglich wi^er 
gut zu machen, indem ich Ihnen Folgendes zur beliebigen Benutzung 
tur Ihr Archiv mittheile. 

Ich schliesse mich der Verstellungsweise an , welcite Sie S. 89. 
Ihres Archivs von der Entstehung eines Obelisken geben. Denkt 
man sich demgemäss durch die Eckpunkte eines ebenen Polygons 
^i^^^O'^s....^!! beliebige, nicht in die Ebene des Polygons fallende 
gerade Linien Xx, £2, X3,....lin so gelegt, dass jede von ihnen 
die nächstvorhergehende schneidet, so kann man diese Linien als 
die Seitenlcanten eines seiner Länge nach vorläufig noch unbe- 
grenzten Obelisken betrachten, äafern sich beweisen lässt, dass 
die letzte Linie Xn, welche die vorletzte Xn— 1 schneidet, eine 
solche Lage hat, dass sie zugleich die erste It^ schneiden muss. 
Es kömmt also nur auf den Nachweis der Möglichkeit an, durch 
den im Raum gegebenen Punkt An eine gerade Linie Itn 60 zu 
legen, dass sie zwei andere im Raum gegebene Geraden Z^ und 
L^ir~x schneidet« d. h. mit jeder von diesen in einer Ebene liegt. 

Sie geben nun von diesem letzteren Problem eine elegante 
Auflösung im analytischen Gewancle , und wiederholen am Schlüsse 
den Wunsch, dass eine Auflösung bloss durch Konstruction ge- 
funden werden möge, damit dieselbe in den Elementen der Stereo- 
metrie Platz finden könne. Irre ich nicht, so dürfte die folgende 
Lösung geeignet sein, dieses Bedürfniss genügend zu befriedigen: 

Eine im Raum gegebene Gerade und ein ausserhalb derselben 
gegebener Punkt bestimmen allemal die Lage einer Ebene. Man 
lege daher durch die Linie Jjnr-\ und den Punkt An eine Ebene^ 
dann durch Z^ und An eine zweite Ebene, so geben beide Ebe- 
nen eine gerade Durchschnittslinie hny welche die gesuchte ist. 
Denn sie geht durch den Punkt An und schneidet, hinreichend 
verlängert, die Linien h^ und Lnr-\y oder ist mit letzteren parallel. 

Berlin, den 28sten Januar 1847. 
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Anflösung einer Aufgabe , aof welcher die Realität der 

Obelisken beroht. 

Von Herrn Dr. Schellen, Lehrer der Mathematik an der 

UeaUchule zu Düsseldorf. 



Im ersten Hefte des IX. Theiles S. 89. dieser Zeitschrift stellt 
der Herausgeber derselben bei Gelegenheit der Untersuchung über 
die Realität der Kopp eschen Obelisken die Aufgabe: ,,Wenn 
Bwei gerade Linien im Räume und ein in keiner dersel- 
ben liegender Punkt gegeben sind^ durch diesen Punkt 
sine die beiden gegebenen geraden Linien schnel- 
lende *) gerade Linie zu legen. 

Wir sind durchaus der Ansicht des. Herausgebers, dass diese 
Aufgabe und der Nachweis ihrer Auflösbarkeit der Theorie der 
Obelisken vorangehen muss. Die von jenem gegebene analytische 
^nflosung kann natürlich in den Elementarbüchern der Stereometrie 
keine Aufnahme finden. Wir theilen daher folgende Auflösung 
»fclger. Aufgabe mit, welche nur gewöhnliche stereometrische Kennt- 
Efti^se voraussetzt. 

Die beiden gegebenen Linien im Räume bezeichnen wir mit 
dl imd B, den gegebenen Punkt mit O. Wir unterscheiden nun 
■ogleich mehrere Fälle: 

1) die beiden Linien A und B sind parallel; 

a) der Punkt O liegt in der Ebene dieser Parallelen A 
und B, 

b) der Punkt O liegt ausserhalb der Ebene dieser Paral- 
lelen A und B, 

Ina Falle a) lassen sich offenbar unzählig viele Linien von 
3er verlangten Beschaffenheit ziebeui. 

Im Falle b) ziehe man durch O zu einer der gegebenen Linien 
^ oder B eine Parallele, so ist diese die verlangte Linie, denn 
Bie schneidet die gegebenen Linien im Unendlichen. 

2) Die beiden gegebenen Linien A und B sind nicht parallel 
und liegen 

a) in einer Ebene, 

6) nicht in einer Ebene. 

*^'i Im Falle a) mag der Punkt O in der Ebene der ^ und B liegen 
NliBr nicht: die gesuchte Linie wird diejenige sein, welche den 
^okt O mit dem Durchschnittspunkte der Linien A und B verbindet. 

Der letztere Fall b) ist der allgemeinere, und auf ihn beziehen 
dch die folgenden Untersuchungen. 



*) Diese« Wort in dem Sinne, dass der Paiallelismus nicht ausge- 
iclilossen ist. 
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kauD der ebene Winkel aOxy d. b. die Neigimg der gesuchtcD 
Lfiiiie gegen die bekannte Richtung Oa gefunden werden. 

Den 17ten Februar 1847. 



Eine Bemerkung zu PIr. X. im Isten Hefte des 9ten Bandes. 

Von Herrn M. Fnidner, Gymnasial lehrer zu Neu-StreliU. 



Der Herr Heransgeber dieses Archivs macht darauf aufmerk- 
'iam, dass man, um clie Möglichkeit des Obelisken darzutbun^ die 
Aufgabe zu ifisen habe: ,,wenn zwei gerade Linien im Räume 
und ein in keiner derselben liegender Punkt gegeben sind, durch 
diesen Punkt eine die beiden gegebenen geraden Linien schnei- 
«lende gerade Linie zu legen/' Da hiebet der Parallelismus natür- 
lich nicbt ausgeschlossen ist, so wäre die Aufgabe wohl nräciser 
mo zu stellen: ,,wenn zwei gerade Linien im Kaume una ein in 

Kner derselben liegender Punkt gegeben sind, durch diesen Punkt 
e gerade Linie zu legen , welche mit jeder der gegebenen in 
einer Ebene liegt. '' Eine ganz elementare synthetiscne Auflösung 
bt folgende: Durch den gegebenen Punkt und jede der gegebe- 
nen geraden Linie ist eine Ebene bestimmt, welche beide Ebenen 
flHch \n einer geraden Linie schneiden müssen , da sie beide durch 
denselben Punkt gelegt sind. Die Durchschnittslinie ist die ver- 
langte, wie sogleich erhellt. Liegen die beiden gegebenen Linien 
i.n derselben Enene, so ist die Durchschnittslinie entweder mit 
beiden parallel , wenn sie nämlich selbst parallel sind, oder geht 
durch den Durchschnittspunkt beider, wenn sie convergent sind, 
^vie dies ja in jedem Lehrbuche der Stereometrie bewiesen wird. 
Der ebenfalls noch mögliche Fall, dass die beiden gegebenen 
ICiinien und der gegebene Punkt in derselben Ebene liegen, wird 
durch die Natur des Obelisken ausgeschlossen. Aus Obigem er- 
beilt zugleich auch noch, dass die drei Seitenkanten des dreisei- 
tigen Onelisken immer in einen Punkt zusammenlaufen, der drei- 
Vatige Obelisk also immer eine abgekürzte Pyramide ist. 

Den Slsten März 1847. 



E| . Synthetische Lösung der im Archiv Band IX. Seite 89. 
'^^ gestellten Aufgabe. 

PE«B Herrn Fischer, Lehrer der Mathematik an der Gewerhschule 
h zu Bayreuth. 

Aufgabe. Zwei Gerade und ein Punkt ausser denselben 
^iod gegeben, man soll eine dritte Gerade durch den Punkt legen, 
^"elche die ersten beiden Linien schneidet. 
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Losung I. Man lege* durch jede einzelne Gerade und den 
Punkt eine £bene und bestimme die Durchschnlttsiinie beider 
Ebenen^ so ist diese letzte Linie die gesuchte. 

Losung II. Man lege durch den Punkt und eine Gerade 
eine Ebene , bestimme den Durchgangspunkt der anderen Geraden 
durch die Hilfsebene und verbinde den gefundenen Punkt mit dem 
gegebenen, so hat man die verlangte Gerade. 

Besondere Betrachtungen. 

Obige Losung wird auf das Postulat, durch zwei Punkte eine 
Gerade zu legen, zurückgeführt, wenn die gegebenen Geraden sidi 
schneiden; die Lösung wird unbestimmt, wenn die gegebenep 
Geraden und der Punkt mit ihnen in einerlei Ebene liegen; sie 
wird endlich unmöglich 

a) wenn die durch eine Gerade und den Punkt gelegte Ebene 
zur anderen Geraden parallel wird: die gesuchte ist dann paralkl 
zur zweiten gegebenen; 

b) wenn die zwei Geraden parallel, sind und der gegebenij 
Punkt ausser ihrer Ebene liegt : die gesuchte ist parallel zu bci-j 
den gegebnen. 

Anmerkung. Die Aufgabe gehört nothwendig in die Ele*j 
mente der Geometrie und zu einer ganzen Gruppe von Aufgabe^] 
von denen man bisher nur die einzige behandelte: eine Gerade 
finden, welche zu zwei gegebenen (gekreuzten) Geraden senkrecht T 

Den SIsten Januar 1848. 

Anmerkung des Herausgeber^. In dem Augenblicke, wo 
ses Heft geschlossen \¥ird, geht mir eine ausführliche sehr schöne 
handlun^ des Herrn Prof. Dr. Matzka zu Tarnow in Galiiien 
diesen Gegenstand zu , welche denselben sehr vollständig^ erledigt ; 
Abhandlung wird in einem der nächsten Hefte erscheinen. 



Berichtigung. 



In Tbl. XL Heft 1. S. 89. Z. 9. v. o. statt 



mosB es heissen: 






h-ii.-- 



reber die AufUlisun s? der Oleichiuiflrcii 

des dritten Orades. 

Von dem 

Herausgeber 

und dem 

Schnlamts - Kandidaten Herrn W. Schlesicke 

zu Greifswald. 



Einleitung. 

Der Herausgeber des Archivs, welcher schon iu zwei frühe- 
Mi Abhandlungen (Tbl. VI. Nr. I. und Nr. LH.) von der Auflö- 
nin^ der cubischen Gleichungen gehandelt hat, kommt in . dem 
vorliegenden Aufsatze noch einmal auf diesen viel besprochenen 
Segenstand zurück. Die nächste Veranlassung zu diesem Auf- 
sätze gab die dem Herausgeber von einem seiner liebsten Schfiler, 
lern in der Ueberschrift genannten jetzigen Schulamts-Kandidaten 
lerTD W. Schlesicke aus Königsberg i. Pr., bei Gelegenheit 
Hoer sanz anderen calculatorischen Arbeit, welche die Autiusung 
imbischer Gleichungen erforderte, gemachte Bemerkung, dass sich 
iarch eine besondere Transformation einer vollständigen cubischen 
Gleichung sogleich eine quadratische Hülfsgleichung zu deren Auf- 
lösung erhalten lasse, ohne vorher das zweite Glied der cubischen 
Gleichung wegschaffen zu müssen. Es ist also die vorliegende 
Abhandlung ganz als eine Arbeit von uns beiden zu betrachten, 
und namentlich rührt die Grupdidee allein von Herrn Schlesicke 
her. Was sonst dem einen oder dem anderen angehört, darüber 
vollen wir hier nicht in's Einzelne eingehen und am allerw^enigsten 
mit einander rechten , da es bei einem schon so viel und so oft 
bebandelten Gegenstande wohl gewiss nicht unsere Absicht sein 
kann, uns damit einen gewissen Ruhm zu erwerben, indem wir 
vielmehr nur wünschen, der Sache zu dienen, und vielleicht ein 
zweckmässiges Hülfsraittel für den Unterricht in der so wichtis^en 
Lehre von den Gleichungen des dritten Grades den Lehrern dar- 
zubieten. Beschwerlich ist übrigens die Wegschaffung des zwei- 
|jö Gliedes der cubischen Gleichungen , bevor man zu ihrer Auf- 
lösung übergehen kann, immer, wie Jeder wissen wird, wer sich 
^elmit der Auflösung solcher Gleichungen zu beschäftigen Ver- 



Theil XI. 



23 
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anlassuDg gehabt hat; und wenn daher auch freilich die 
Schaffung dieses Gliedes bei unserer fofgenden Auflösung • 
lieh nur umgangen ist^ so dürfte dieselbe doch vielleicht in 
Beziehung einige Bequemlichkeit vor der gewöhnlichen Auf 
darbieten 3 worüber wir das Crtheii den Lesern anheim stell 

G. 



Die aufxulöseBde Gieiehung des dritten Graden set}. 

^ ■ ■ ■ - - 

Wenn man in dieser Gleichung 



2) X 



u 



setzt, und zugleich auf beiden Seiten der Gleichung mit t<^ 
tiplicirty so erhält man nach einigen leichten Reductione: 
Gleichung 

3) tt«+G^a3-|a6 + c)t*3-5S(6-Ja*)3=0, 

welche, indem man 

4) t? = tt* 

setzt; femer zu der Gleichung 

fährt, so dass also durch diese Substitutionen die Auflösung 
gegebenen cubischen Gleichung 1) auf die Auflösung der qu 
tischen Gleichung 5) zurückgeführt ist. 

Setzen wir aber der Kürze wegen 






so erhält die quadratische Gleichung 5) die Form 

7) v^+Av+lB=zQ, 

und führt; auf bekannte Weise aufgelöst, wenn die beiden W< 
der Quadratwurzel aus A^ — B durch i C bezeichnet werden, 

8) C^=zA^^B 
gesetzt wird, zu den beiden -Wurzeln: 

9) fiz=z^l{A^C), 
Daher haben wir nach 4) zur Bestimmung Ton u die Gleicina 
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10) «»=— 4(^TC) 
der 

11) «»+4(4TC)=0. 

Bezeichnen wir ein« Wurzel dieser Gleichung durch Ui, so 
lass also 

st, und setzen allgemein 

■ I 

lo ergiebt sich durch Subtraction 

und die beiden anderen Wurzeln der Gleichung 

t ■ * , 

Küssen also durch Auflösung der quadratischen Gleichung v 

«stiiiiint werden. Dadurch erhält man^ wenn die beiden andern 
besuchten Wurzeln. durch %, u^ bezeichnet werden, ohne Scfiwie- 
i^eit: 

«2=— «1- 2 ' «8=— tii. 2 ' 

tt dass also die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 

«3 + U^iFC)=0 

12) < %— -«*!• 2 

' «3=— «1- 2 

k> Bezeichnen wir aber die drei Wurzeln der Gleichung 

Urch Ui, u^, u^i die drei Wurzeln der Gleichung 

tvch «!»<%«%; so ist nach dem Vorhergehenden 
111 

23* 
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Hieraus sieht man, dass, wenn man eine Wurzel der deic 
in eine Wurzel der Gleichung 
multlpiieirt, das Produet nur 



1 

tiitii 
1 



oder 



1-^V3.V-1 



oder endlich 



1 1+V3.V^ 

-wiwi. — 2 — : 



sein kann. 

Nun ist entweder 



iitti=— 1(6— io«). 



oder es ist nicht 



1 



Wjtii==— J(6— la«). 



1 



Im letzteren Falle ist nach dem Obigen entweder 

MiMi==i(6— ia«), ^ ,, 



oder es ist 



Ist aber 









so ist 

tt|tf|. 2 — ff(0— B«-";. ^ 272 

.d. i. 

«i«i • 2 = 8 (0 — Jö*), 



Ul 






bt dagegen 



e 
c- 



WA . «N 1 + V3.V— 1 

«1««1=»(*— 3«*). ö » 



I 

^00 ist 






K 



1— V3.V^ 

Hält man dies; mit dem Obigen zusammen , so ergiebt sich auf 
I unzweideutige Weise^ dass es immer eine Wurzel der Gleidmng 

eine Wurzel der Gleichung 

\t, deren Product 

i 
Lassen wir nun u^ und tu die Wurzeln der beiden in Kede 

lenden Gleichungen sein, deren Product —\{b — \€p) ist, so 
also 

17) 4wi==-J(*-J«*) 

f ao ist nach dem Obigen, wie leicht erhellet, auch 

18) «a«,=i-i(Ä-io*), 



19) «,tta =— J(6 

1 

A dem Obigen ist aber allgemein 



|a2). 



3»2 






Also kunnen wir 

I 

1 1 






^i. 



setzen. Dann ist «auch 






1 



d. i. nach dem Vorhergehenden 



.1?= 



1 11 



i 

1 

also 

ar= — lö + Mi+Wi. 

1 

Ferner können wir 

x = 1 

setzen. Dann ist auch 



1 1 

1 






«2^3 



d. i. nach dem Vorhergehenden 



also 



11 1 

. «2% 



a:=— Ja + Wa + ttj. 



Endlich können wir auch 

1 1 



«*»-ia«»— i(6-ia') 

a;= ; 
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•etzen. Dann ist auch 



■ r i 



:r=-i j_f i~^ 

'A. i. nach dem Vorhergehenden 

^ = -^ j L_L, 

1 
also 

a:=— 5a + «3 + Ma. 

i 

Demnach ist: 

1 
20) a:=;= ^ — Ja + Ma + ^^s» 

also nach dem Obigen: 



21) a:=^-äa— tii. ^ "i- 2 



^ 1 H-V3.V^ i-v3.V^_i 

— »a — tfi» 2 **!• 9 > 

oder 

-ia+tti+Mi, 

-Ja— K«^ + «^)+4Ä-«i) V3. \rri, 

1 1 

- jo— i(ii +ui)-i(ii— Mi)v3. v^=n: 

Man muss nun zwei Fälle unterscheiden , jenachdem die Grosse 
C reeU oder imaginär , d* h. nach dem Obigen^ jenachdem 

A^S'^O oderA^^B<,0 

Uit. 

Wenn zuerst C reell > d. h. 



SU 

* 

iBi, 80 solleD 

V'-hiA—C) und V'—U^+C) 
die reellen Cubikwurzeln aus den beiden Grössen 

d. h. die reellen Wurzeln der beiden Gleichungen 

t*^ + i(4—C)=Ö und tt»+U4 + C)=0 
bezeichnen; dann ist ^ 

= V'i(A—C)iA+C)=W i(A^— C«) 

and nach dem Vorhergehenden ist mau folglich 

23) H'^^t^?^-^ 

l 

zu setzen berechtigt, wo nun z^x und t^x beide reelle Grössen sind. 
Also bt naob 2^ in diesem Falle: 

-Ja + V"-i(4-C) + V -i(J+C), 
- i« - U V - K-4-C) + V - 4(^+C) } 
24) a;= ,( +ilV-K^-C)-V-i(-<4+C)!v3.'S^^. 

_ Ja - i { (^- i(A-C) + V - K^+C) } 

- i I V - h(A~C) - V- i(A+C) ] V3. V=T; 
welches die drei Wurzeln der gegebenen cubischen Gleichung 

iu^+or* + i^: + c = 



' I 



sind. Zur Bestimmung der Hulfsgrus^en A, B, C hat man nach 
dem Obigen die Formten: 



A=^fa^ — lab + c, ^ « 



26) I Ä=-,\(6-äa2)^ : 
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Wenn C nicht verschwindet, d. h. vreno 

ist 3 so sind die zweite und dritte der drei Wurzeln 24) imaginär 
und ungkich, und, die gegebene Gleichung hat also eine reelle und 
z¥v^ei angleiche imaginäre Wurzebi. 

Wenn dagegen C verschwindet, d. h. wenn 

ist, so sind die zweite und dritte der Wurzeln 24) reelt and gleich, 
und die gegebene Gleichung hat also drei reelle Wurzeln, von 
denen zwei einander gleich sind, nämlich die Wurzeln 

26) \ —\a- V^=i3, 

Wenn ferner C imaginär, d. h. 
ist» so ist 

oder» ^enn wfar 

27) D=\/B-A^ 
setzen» 

Setzen wir nun 

28) V— i(^-C)=V-.i^ + iZ)V"^=m + nV^, 
wo m nnd n reelle Grossen sein sollen» so ist 

= w(m«-3w2) +w(3m^^— n«) V^ , 
also 

29) m(m«— 3n2) = — U, «(Sm«— n«) = iZ>: 

Folglich ist 

--Mi<+C)=— |il— 4Z>V^=w(m«---3w«)---w(3ii^^n«)V^ 
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und wir sind datier, gleichzeitig mit 28), 



30; ^—l(A+C) = >^—iA-lD\r^=m-nV~i, 

ZU setzen berechtigt, so dass also gleichzeitig, d. h. mit Beziehung 
der obern und untern Zeichen auf einander , 



3 " 

31) V -i(A^C)=^ -iA±lDV^i=m±n\r-i 



ist. 



■.Mao ist 



und folglich 

im^+n^)'=i(A-C)(A+Q=iiA^-C*)=iB, 
d. i. nach dem Obigen 

(».«+««)»=- ^(6 -Sa«)», 
also, weil dies eine Gleichung zwischen reellen Grossen ist. 

Folglich ist 

V-Uil-C). V -K^+C)=(m+«V'=3)(m-n\r=I)=— l(6--lö^ 
und 

m + w V^ — 1 und m — n V^—1 

sind daher offenbar zwei Wurzeln deif Gleichungen u^ + i(A — C)^ 
und u^ + UA+C)=0, deren Product — K6— io*) ist Daher 
ist man nach dem Obigen berechtigt 



32) 



1 i 

Ui=m + ny — 1, 



zu setzen. Führt man aber diese Werthe von Ui und tCi in die 

1 

Gleichungen 22) ein, so erhält man nach einigen ganz ieichtei^ 
Reductionen: "''^^ 



*) Dass im yorliegenden Falle ^=~-,\(d — 3^^)^, and dalMriaei 
— iV.C^— 3Ö*)*, eine positive Grösse ist, Tersteht sich nach dem Vor^' 
hergehenden von selbst, folgt aber auch angenblicklich ans der Bedi»'' 
gung A^ — ^"^0, irelche, wenn B negativ wäre, offenbar nicht erföltt; 
•efai könnte. 



— /w + y/V^r 



U1. 



flass im vorliegenden Falle die 

ssx^BT^ »dien Gleichungen jederzeit alle 

»lulers bemerkenswerth ist. 

ntwickeliing bloss mit Hülfe der 
• wesen. Wenn es sich nun aber 
der drei reellen Wurzeln 33) selbst 
hiich auf die Bestimmung der bel- 
li er Gleich uns: 




igebra nicht mehr ausreicht, sondern 
••itande der Mathematik die Goniome- 

Jin zuvörderst 

— 1 = ^ (cos g) + sin g) V— -1), 

.>e sein soll; so hat man zur Bestimmung 
ri Gleichungen 

cosg) = — lA, ^sing) = jZ>; 

IL maif diese Gleichungen quadrirt und dann 

v sein soll, 

35) Q = i\rÄ^T^ 

an mittelst dieser Formel q gefunden, so ergiebt 
der Gleichungen 

*lß^ A . D 

36) cosg)=:-2^, ßing)=^. 



'u 



»elden Gleichungen, d. h. den beiden Gleichungen 34), 
,en(lgt werden muss, so muss man bei der Bestimmong 
folgenden Regeln beachten: 

.1 die Grössen 

A, D 

'Ive 
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x= < -\a- ^r=^, 

V -ia- yp:^; 

und sind sSmmtlieh reell. 
, Wenn "" 

ist, so setze man 



• ■ !• 



und berechne den Winkel tp mittelst der Formel 
' D 



indem man beachtet ^ dass, wenn die Grössen 

A, D 

respective 

positiv 9 positiv; 
positiv, negativ; 
negativ, positiv; 
negativ, negativ 

sind, der Winkel (p so genommen werden muss, dass resp< 

90o<9)<180o, 
180O < 9 < 2700, 
Ö <g)< 900, 
270o<g><360o 

ist. Dann berechne man q mittelst einer der beiden Formell 

_ A D_ 

^ 2 cos 9 2 sin 9 

und die Grossen m, n mittelst der Formeln 

»i = ^*cosJg), 
n=^^sinJ9>. 

Hierauf ersehen sich die drei reellen Wurzeln , welche die : 
bene Gleichung in diesem Falle jederzeit hat, mittelst der Fon 

( — Ja + 2m, 
a:= ] —Ja — m — wV3, 
— \a — m + nV3. 
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di^ gegebene cubusche Gleichung folglich als aufgelöst zu betrach- 
ten ist. 



Zum Schluss dieses Aufsatzes wollen wir nun noch die ganze 
Anflosung der cubischen Gleichungen, wie sie sich aus dem Obi- 
gen ergient, im Folgenden zusammenstellen. 



Die aufzulösende cubische Gleichung sei die vollständige 
Gleichung 

Man berechne zuerst die beiden Hülfsgrössen 

aus -den CoefBcienten der aufzulosenden Gleichung, und daraus 
ferner die Grosse 

Wenn dann 
ist, so setze man ^ 

und die drei Wurzeln der aufzulosenden Gleichung sind dann, wenn 

V"-i(J— C) und V'-K-^+C) 
die reellenr Cubikwurzeln aus 

--K^— C) und ^\(A + C) 
bezeichnen ; 

- la+y-i(A-C) + yr^KA + C). 

+ itV— 4M-C)-V-K-4+C)tV3.V:=I, 
_ia_i{V-i(^-C) + V— i(^ + C)} 

- i{ y/-iiA-C)~ V-i(^ + <?)} V3, V:=I. 

Fflr 



ar= 



A^-'B=0 
vrerden diese drei Wuraeln: 
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I 

die der Kurve» auf der «ich der gesehene Punkt bewegt und 

die Gleichung der Oberfläche, auf der die scheinbaren Orte*Biige- 
geben werden sollen. 

Sei ferner t die von einem bestimmten Anfange an bis srä irgend 
eineAi beliebigen Zeitpunkte verflossene Zeit, und 



ar=g)(0, ^=(pM 



w 



seien die Funictionen der Zeit, welche die Werthe der Abscissen der 
Kurven (1) und (2) ausdrucken, so werden auch die Ordinateny 
und z der beiden Kurven als Funktionen der Zeit gegeben sein, 
wenn man fSr a: seinen Werth als Funktion von t setzt. 

Man findet also für die Kurve (1) : 

wenn ^,(i)^f{q^f)h S(t)z=^F{q>(i)); (Ö) 

wenn ^i(t) = fAq>M) . «i(0 = ^\(g>i(0). © 

Die Gerade, die durch diese Punkte geht, hat lu Gleichungen: 



oder 



(o: - g>(t)) («1 (0 - d(t))=iz - i(t)) (fi (0 - 9>(0) . | 
(y-^«))(«i(0 - <$(«))=(!- Ä«!))(ti(0-f(«)). ' 



(?) 

■ \ 



Eliminirt man zwischen diesen beiden Gleichungen die Grusse 
t, so findet man eine Gleichung 

5i(^>y>*)=0> 

welche die Gleichung der durch alle diese Linien gebildeten OM] 
flSche ist. Die Durchschnittskurve der durch (8) und der 
(3) ausgedrückten Fläche ist die gesuclite Kurve des aohi 
Ortes. Gehen wir zu Anwendungen über. 

1) Ein Auge bewegt sich mit gleichförmiger Geschwindügkettj 
a horizontal, während ein Kurper ohne Anfangsgeschwindigkeitj 
von einer Hübe h herunter fallt. Man soll den scheinbaren Ol 
dieses fallenden Ktirpers auf einer vertikalen, der RichtHUg de 
Anees parallelen Ebene bestimmen, welche von dieser Lioie a 
diiTGrCsse k entfernt ist. 



I 
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I 

die der Kurre, auf der sich der gesehene Punkt bewegt mid 



..1. 

■ • 



die Gieichung der Oberfläche, auf der die scheinbaren Orte^Mige^ 
geben werden seilen. 

Sei ferner t die von einem bestimmten Anfange an bis 211 ii^end 
eineih beliebigen Zeitpunkte verflossene Zeit, und 

X=z(p(t)y X=:(pi(t) (4) 

seien die Funktionen der Zeit, welche die Werthe der Abscisseo der 
Kurven (1) und (2) ausdrücken , so werden auch die Ordinaten y 
und z der beiden Kurven als Funktionen der Zeit gegeben sein, 
wenn man für a: seinen Werth als Funktion von t setzt. 

Man findet also für die Kurve (1) : 

wenn V'(#)«=/l(9<0), «(0«^(9>(0); (ö) 

wenn fi(t)=fi(<Pi(t)). ii(f) = Fi(<Pi(t))- (ß) 

Die Gerade, die durch dieae Punkte geht, hat in Gleichungen : 

^ - 9'(o - -öM^m (* - *('» ' 

odAr 

Eliminirt man zwischen diesen beiden Gleichungen die Grösse 
t, so findet man eine Gleichung 

^ ... 

&(^>y>i)=0, <8> : 

welche die Gleichung der durch alle diese Linien gebildeten .Ober^ 
fläche ist. Die Durchschnittskurve der durch (8) und der dlii^ 
(3) ausgedrückten Fläche ist die gesuchte Kurve des echeitibaieii 
Ortes. Gehen wir zu Anwendungen über. 

1) Ein Auge bewegt sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
a horizontal, während ein Körper ohne Anfangsgeschwindi^eit 
von einer Höhe h herunter fallt. Man soll den scheinbaren Ort 
dieses fallenden Korpers auf einer vertikaJen, der Richfamip deb 
Auges parallelen Ebene bestimmen, welche von dieser Linie um 
die Grosse k entfernt ist. 
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Mao nehme an, es fangen das Auge und der Kurper ihre Be- 
weeangen zu gleicher Zeit an ; der Auseangspuakt des Auges sei 
AnleingspuDkt der Koordinaten, die Richtung desselben Axe der 
X9 die Axe der z vertikal und die positive Axe der^ g^g^n die 
gegebene Ebene gewendet. Die Gleichungen (5) sind*^ako hier 

x=at, y=0, z=0; 

ÜB (6) dagegen 

x=b, y=c, z=A — ^; 

wenn b und c die horizontalen Koordinaten des Fusspunktes der 
Linie sind, welche der fallende Kurper beschreibt. Demnach 

9(*)=af, ^(t)=0, d(«)=0; (pi(t)=b, ih(0=e, (5i(0=ä— ^; 

worin g die Beschleunigung durch die Schwerkraft bezeichnet. 
Die Gleichungen (7) werden also zu: 

(a:-aO(Ä-^)=»2;(Ä— a<)» 

y{h'-^)—2c; 
woraus 

ftr die GHeichung (8) erfolgt. 
Die Gleichung (3) ist hier 

^fcniuttih erhält man als Gleichung d6s scheinbaren Ortes: 

I« Gleichung eine der wirklichen Knrre identische Karre aus 
\^ die mit ihr in der Entfernung k parallel gezogen ist. 

man statt x\x-\ — 9 statt 2:2 H 9 so wird diese G4ei* 

^.,,^ c c 

iäiinig xn 

, - 2a^(c-^^ 

Pimnach ist die Kurve des scheinbaren Ortes eine Parabel, deren 
Scheit«! «ä Koordinaten hat : 
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bk , hk 

c ^ - c 

und deren Parameter i ist. Die Ate derselbeD U 

parallel der Axe^er z. 

Hieraus ergeben sich einige merkwürdige Folgerungen. Win, 
nämlich k=^Cy so fände man, dass der Korper eine gerade, seal^ 
rechte Linie zu durchlaufen scheine , was sich von selbst verstell 
da er alsdann seine wirkliehe Bahn zu durchlaufen scheint um 
durchläuft. Im Anfange der Bewegung ist der Korper scheioliff 
in dem Punkte, dessen Koordinaten: 

hk , hk, 

d. h. im Scheitel der Parabel. Am Ende der Zeit t dag^ea Ü 
der Korper in dem Punkte > dessen Koordinaten: 

kb-\^{c—k)at , Ar(2it— o/*) 

Nimmt man dagegen den Scheitel der Parabel (in der Ebene 
xz) zum Anfangspunkt der Koordinaten , so sind die Koordir 
dieser zwei Punkte: 

a:=0, y=^, z=0; 
x = ,y=k, 1=-%. 

Demnach scheint der Korper in der Zeit t (von Anfang an) 
Länge : 

zu durchlaufen, während das Auge die Länge a< durchläuft. 

2) Ein Punkt bewegt sich horizontal mit gleichförmiger 
schwindigkeit a in einer geraden Linie , während ein Auge 
in einem ebenfalls horizontalen Kreise mit der gleichförmigen ^ 
kelgeschwindigkeit b bewegt. Welches ist die Kurve des " 
baren Ortes auf einer Ebene, die parallel ist mit der Y 
des gesehenen Punktes, vertikal steht und von dem BDI 
des Kreises um die Grösse k entfernt ist? 

Es sei r der Halbmesser des Kreises, seine Ebene die 
acy, sein Mittelpunkt der Anfangspunkt der Koordinaten, die i 
der z nach oben gerichtet. Sei ferner die Gleichung der vom 
sehenen Punkte beschriebenen geraden Linie: 

y=c, z = d; 
indem wir die Axe der x ihr parallel annehmen and doen 
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tiren Theil nach der Richtung der Bewegane hin gehen lassen; 
dessgleichen sei der positive Theil der Axe &t y gegen dieselbe 
gerichtet Endlich sei jt » ° . 

y=f 

die GleichuDg der erwähnten Vertikalebene. 

"Es sei im Anfange der Bewegung das Ause in der positiven 
Axe der y, der gesehene Punkt in einer Stelle, deren Abscisse 
x=Jk sei, so ist für diesen Fall: 

a?=rsin(6<), y=rcos(60, z=0 

fSr den sehenden Punkt, d. h. 

dessgleichen 

Die Gleichungea (7) werden also: 

(x-^rsin(bt))d=z(k+at-'rsin(bt)), 
' (y— rcos(W))ci=i(c— rcos(60;. 

Diese swei Gleichungen mit der Gleichung 

y=f 

bestimmen vollständig die gesuchte Kurve. 

Wir wollen sie nur für den Fall ableiten, dass a=0, d. h. der 
gesehene Punkt in Ruhe sei. Alsdann findet sich: 

als Gleichung der Projektion der gesuchten Kurve auf die Ebene 
der jrz, ^welche Projektion aber der Kurve selbst identisch ist. 
Die gesuchte Kurve ist somit vom zweiten Grade. Sie ist 

a) eine Ellipse, wenn V'^c; 
ß) eine Parabel, „ r=^c; 
Y) eine Hyperbel, „ r^c. 

Diese ADdeatungeo mögen genügen. 
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-la+^yT—iA. 



\ -}o- -^^=^12; 

aii^ sind sSmmtlich reell. 
. Wenn * 

ist, so setze man 

und berechne den Winkel (p mittelst der Formel 

B 

tang9=:— -j, 

indem man beachtet^ dass, wenn die Grossen 

A, D 

respective 

positiv, positiv; 
positiv, negativ; 
negativ, positiv; 
negativ, negativ 

sind, der Winkel q) so genommen werden muss, dass resp 

90o<9)<180o, 
180o<9<270o, 
Ö <9< 900, 
270o<9<360o 

ist. Dann berechne man q mittelst einer der beiden Formell 

_ A D 

^ 2 cos 9 2 sin 9 

und die Grossen m, n mittelst der Formeln 

ni = ^*cosJg), 
n = Qi8inlq). 

Hierauf ersehen sich die drei reellen Wnrzehi, welche die 
bene Gleicnung in diesem Falle jederzeit hat, mittelst der Fori 

— Ja + 2m, 
a?= i — Jö — wi— nV3, 

— 1« — m+»v3. 
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V -ia- V^=:^; 

una sind sSmmtlich reell. 
, Wenn *• 

ist, so setze man 

und berechne den Winkel q) mittelst der Formel 

D 

tangg)r=— -j, 

indem man beachtet^ dass, wenn die Grossen 

A, D 

respective 

positiv, positiv; 
positiv, negativ; 
negativ, positiv; 
negativ, negativ 

sind 9 der Winkel tp so genommen werden muss, dass resf 

90ö<9)<180o, 
180o<9<270o, 

Ö <9< 900, 
270o<9?<360o 

ist. Dann berechne man q mittelst einer der beiden Formel 

_ A D_ 

^ 2 cos 9 2 sin 9 

und die Grossen m, n mittelst der Formeln 

7ii=:^icosJg), 
n = ^isinJ9. 

Hierauf ergeben sich die drei reellen Wurzeln, welche die 
bene Gleichung in diesem Falle jederzeit hat, mittelst der Foi 

— Ja + 2m, 
ar= i —Ja — tm-— nV3, 

— Ja— w + nV3. 
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berechnet werden. 

3. 

Der Unterschied der beiden letzten Gleichungen gibt die 
Gleichung 

f{ü» bn c,..;.)— /"(a — m, b — iw; c — m9....}=iii, 

wdcbaRlr alle Werthe von m, a, b, c,.„. gelten mvss. 

'Entwkkelung des Subtraheuds benutzen wir Folgendes. 



Nhnmt man von einer nach mehreren von einander Ufiabhäogigen 
Veränderlichen u, v, tr,.... sich richtenden Function f(u,v,W9.„.) 
ihre partiellen Differentialqnotienten , und bezeichnet man diese 
Kürze halber nur durch q)(u), %(v), tp(tD) ,.,..; so eibt bekanntlich 
der ervreiterte Taylor sehe Lenrsatz das Entwickelungsgesetz 

+ fp(u + tdü) Au + X (» + Ki^v) z/ü + tf; (11? + %Avd) Aw + .... 

^^ ii if»^».... absolate Zahlen zwischen und 1 sind. 

Setzt man demnach t<=a, r=6, iw=c ,...., Au=At^=Aw=..:,:=.—niM 
so verwandelt sich obige Gleichung in 

[q)(a — Sm)+x(b ^ V^) -t^M-C — ^m) + ....]m=m; 

daher auch noch, weil m jede Grösse annehmen kann^ in 

q)(a — fm) + %(b — fjm) + ^f^c — #m) + .... = 1. 

Diese Functionalgleichung soll abfsr für jeden Betrag der von 
einander ganz unabhängigen Grössen m, a^ b, c,.... bestehen; 
das vermag sie jedoch (wie man^ sich leicht überzeugt, wenn man 
▼o|i::4cn I(irr5ssen ..A,, 6y c»..** ^.^ aliein abändert) bloss dadn, 
wenn jeder Summand unveränderlich ist, folglich die Functionen 
V* Z* ^«•— gewisse von m, a, b, c,.... ganz unabhängige Con- 
stanten ^9 q, r,.... sind^ uen^Uch wenn 

r V ^f " \ \ ^f , V ^f 

ist Dann ist 

/> + ? + »• + — -==1- 

Demnach lässt sich nun leicht die Form der Function f bestimmen. 
Denn weil '= »• ■ ■■)•;■■ 

also auch 



I I . 



3e2 

die der Kurve, auf der sich der gesehene Punkt bewegt mid 

5(a;,y,i)r=0 ®' 

■ ■ ■ ■ ■■ 

die Gleiehung der Oberfläche, auf der die scheinbaren Orte*uge' 
geben werden cM>Uen. 

Sei ferner t die von einem bestimmten Anfange an bis zülrgenl 
eineih beliebigen Zeitpunkte verflossene Zeit, und 

ar=g)(0, x = (pi(t) (4) 

seien die Funktionen der Zeit, welche die Werthe der Abscissen der 
Kurven (1) und (2) ausdrücken, so werden auch die Ordinaten| 
und z der beiden Kurven als Funktionen der Zeit gegeben soi^ 
wenn man ffir a: seinen Werth als Funktion von t setzt. 

Man findet also für die Kurve (1) : 

wenn V;(#)«:A9<0), «(0=*^(9(0); © 

wenn ^i{f)=f^{q>M). *iW = ^i(<Pi(0). ^ 

Die Gerade, die durch diese Punkte geht, hat sa Gleichungen: 

y " "^^^^ = ö,{t)-ö(ty (^-*(Q) 

oder 

(a:-(p(t))(8,(t)^ö(t))=iz^ö(f))(9iW-9>(t))s l ^il 



(?)■ 



Eliminirt mau zwischen diesen beiden Gleichungen die GrWJ 
t, so findet man eine Gleichung 

welche die Gleichung der durch alle diese Linien gebildeten 
fläche ist. Die Durchschnittskurve der durch (8) und der 
(3) ausgedrückten Fläche ist die gesuchte Kurve des 
Ortes. Gehen wir zu Anwendungen über. 

1) Ein Auge bewegt sich mit gleichförmiger Geschwin« ^ 
a horizontal, wahrend ein Körper ohne Anfangsgeschwind^ 
von einer Höhe h herunter fallt. Man soll den scheinbaren 
dieses fallenden Körpers auf einer vertikalen, der lUchtHDt 
Auges parallelen Ebene bestimmen, welche von dieser Lime 
die Grösse k entfernt ist. 
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« 

bekannt ist. Aliein e» gibt kein Mittel, die ganz richtigen multi- 
piicativen VerhältniHSzanlen au&ufinden, daher auch keine Ye^ 
Sicherung 9 dass man die wahre Unbekannte selbst gefondei 
habe; mithin kann man nur erwarten, aus den Beobachtungswcr 
then fär diese Unbekannte einen solchen Werth aufzufinden, der 
sich von ihr mu gl ich st wenic unterscheidet, und fär sich den 
höchsten Grad der Wahrscheinlichkeit hat, und dämm auch 
der wahrscheinlichste Werth dieser Unbekannten genannt wird. 

Auch dieser wahrscheinlichste Werth' der gesnchten 
Grösse muss ein arithmetisches Mittel der Beobach- 
tungswerthe sein, welche hier nur andere Multipiicatoren e^ 
halten müssen, die jedoch von den früheren desto weniger unter- 
schieden sein werden, je weniger dieser wahrscheinlichste Werth 
von der wahren Unbekannten selbst verschieden ausfallt. 

Denn 1. kann zufällig mit der gesuchten Grosse selbst ihr 
wahrscheinlichster Werth ubereinfallen , wenn nemlich das Zukleio 
der Blßobachtungswerthe mit ihrem Zugross in der Znsammenfiis- 
sung sich g^enseitig aufbebt. 

2. Je grösser die Anzahl der Beobachtungen ist, desto Stei 
muss die zu suchende Grösse selbst theils völlig genau, tiieib 
höchst nahe beobachtet werden, und desto öfter ein Zugross mk 
einem gleichen Zuklein der fieobachtungswerthe sich ansgleiche^ 
desto genauer muss daher auch der wsifarscheinÜchste W^rdi mit 
der gesuchten Grösse* übereinkommen ; ja bei unendlich j^ossflt 
Anzatil der Beobachtungen muss sogar völliges ZusammentnAi- 
derselben- statt finden : und doch kann die Kechnungsweise mv 
die nemliche bleiben, mag die Menge der Beobachtungswerthe 
klein oder gross sein. 

3. Endlich — und dies ist das entscheidenste -^ moss ja aneb 
der wahrscheinlichste Werth der Unbekannten , so wie diese selbil 
eine gewisse einzige oder bestimmte Grösse sein, und diese 
Grundbedingung allein hat uns den ersten Lehrsatz (I.) und (Ke 
auf ihn gesfatzte Ableitung (3) an die Hand gegeben. 



6. 

Die (positiven oder absoluten) Verhiiltnisszahlen A, i, iL..«« 
welche den einzelnen Beobachtungswerthen a, 6, c,..., als Mol- 
tiplicatoren zugesellt werden und dadurch auf den Betrag ddf 
gesuchten Grösse a: oder ihres wahrscheinlichsten W^erthes Ein-* 
fluss nehmen, folglich nicht willkfirlich angenommen werden kSn- 
nen, sind von der Grösse der Beobachtungswerthe noah« 
hängig, daher, von anderen Eigenschaften zusammengefasst, voo 
der so genannten Güte oder Genauigkeit der Beobacbtunge- 
werthe, denen sie angehören, abhängig; welche selbst wieder nach 
der angewandten Beobachtungsweise, nach den mancherlei 
Mitteln und Werkzeugen, nach den mehr oder weniger gfinsti- 
gen Umständen, der grösseren oder geringeren Sorgfalt der 
Beobachtung u. dgL geschätzt oder bemessen wird, was freiHch 
schwierig und nur wenig sicher geschehen kann. 
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Mittel, diejeniee von dem Beobachtungsfehler J abhängige Fa 
tion 9(^ sich aufstellen lässt, der die Wahrscheimiclhkeit 
Eintrittes dieses Fehlers bekanntlich proportional ist 

Filr eine zu suchende Grosse x seien die Beobachtnngswe 
My SF , iV,.... gefunden 9 deren noch unbekannte Fehler 

sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens 
ser Fehler proportional dem Producte 

q>{J) q>(J') (p(J") .... = Sl ; 

daher ist jener Werth von x der vrahrscheinlichste, ßir welc 
Sl ein Maximum ist Nimmt man von Sl den natürlichen Logai 

men, differenzirt nach x und setzt ^—=0; so erfolgt 

1 dq>{J)._l_ d<p(J') 1 dq>(J '^ 
q>{J)' dJ '^q>(^'y dJ' '^ q>i^'')' dd? + ^ 

oder, wenn man abkürzend -y^ « , . = ilf^d) setzt, 

^(J) + 1/;(^') +i/;(>) + .... =0. 

Da aber der wahrscheinlichste Werth von x ein arithmefisd 
Mittel der Beobachtungswerthe ilf, M' , M",...., deren Güte-V 
hältnisszahlen g, g' , g' ,.>>• sein mugen, also 

gM^-g-M'-k-ff'M"-^.... 

ist, so folgt hieraus die Gleichung 

g(M--x)+g'(M'^x)+g"(M"^x) + ..^=0 

oder 

gJ + g'J'+g^d" + ....=0. 

Aus den beiden letzten Gleichungen für die J findet man, W0 
man die zweite mit dem unbestimmten Multiplicator fi moltiplie 
und von der ersten abzieht, 

(^(^ - figJ) + (i(»(^') - i^J') + (ij;(^") - wr"^) + .... =0. 

Diese Summe kann aber nur verschwinden, wenn ihre von eial 
der unabhängigen Summanden selbst allesammt einzeln versGliffi 
den, folglich 

und 



'■:» . 
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ht E* imiss demnach iizzz^-^ eine von. der yerSnderlieben d 
f ans miabliSngige Constante sein. Dann ist 

1 dq>(J) 

! HBO 

dq>(J) ., . 

Die Integration dieser Gieichnng, in der die g von der Grosse 
des j^ anabhängig ist, gibt 

J^^z=HLg.\J^, also q>(J)=zCey^^, . 

wofern C die Integration» -Constante vorstellt. 

Da die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers J desto kleiner aus- 
Uien muss, je grosser dieser sielbst ist, und da e= 271828.... >4 
iit; 80 muss der Exponent von e negativ sein^ und daher kann 
■an lfi;^=:— -A^ setzen. So erhält man fiir die gesuchte Function 
die Form * 

wie auch sonst auf anderen Wegen. 



ladiweis der MSi^lichkeit oder Sirzen- 

inuif^ eines Olbelisken. 

Ein Anhang zu dem im Archiv, im IX. Bande, 1. Heft, 
Nr. X., S. 87., von dem Herrn Herausgeber veröffent- 
lichten Aufsatze. 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Professor der Mathematik za Tarnow in Galizien. 



•Herr Professor Grunert hat seinem höchst gelungenen Be- 
wdMs (a. a. O. Nr. IX. S. 82.) der von Herrn Koppe gefundenen 

TheU XI. 2& 
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ßerechnuDgsregel des RaumiDhaltes eines Obelisken den olmjj 
enrflhnten, über die Entstehung solcher Korper handelAd^n Am^^ 
satz zugegeben, in dessen Eingang^ er die Bemerkung iuadit^. das ^ 
in der streng wissenschaftÜchen reinen Geometrie »»jederzeit eräf 
die Realität eines geometrischen Objectes nachgewiesen werdeni^ 
müsse, bevor man -es überhaupt unternehmen dürfe, weitere ün-« 
tersuchungen über dasselbe anzustellen*'; mit welcher Anmli^ 
gewiss jeder kritische Geometer vollkommen einverstanden sdfli^ 
wird. Von diesem Probleme hat er selbst eine analytische Anß' 
iösung vorgelegt, ich dagegen werde hier die von inm als wÜM: 
schenswerth dargestellte synthetische zu geben und die ^^Vjfi 
zn vervollständigen bemüht sein. "* *j 

Der Erklärung gemäss (a. a. O. S. 83.) ist ein Obelisk dS. 
Körper, welcher von zwei parallelen sleichvielseitigen Vielecken 
als Grundebenen und von eben so viel Trapezen als den Seiten«- 
ebenen eingeschlossen ist. Die Frage ist nun: Wie lässt sich - 
ein solcher Körper construiren *? 



■ .1 

1. Construction aus einem Prisma. ''n^i 



A. Synthetische Auflösung. 



Ein Prisma, z. B. das Sseitige AßCDEabcde (Taf. VIII. Fig. L> ■ 
sei gegeben. Man führe in der einen Grundebene zu dem in.jhl^ 
befindlichen Vielecke abcde ein durchweg paralleles aßyde, jedow^ 
so, dass keine zwei parallelen Seiten derselben gleich seien. Da* 
zu wird man irgend einen Punkt a zu der der Spitze a entsprecheiH ' 
den des neu zu erzeugenden Vieleckes wählen, durch ihn £e 
aß II aber (ungleich) "Ziab fGhren, dann durch ß die ßy \\ aber 
"Z-bc, und. wo nöthig noch so fort weiter vorgehen, bis man die 
drittletzte Spitze, hier v, bestimmt hat. Durch diese nun ziehe 
man yd':^cdf so wie durch a die äe':^ae. Zum Schlüsse des n 
zeichnenden Vieleckes führe man noch irgend eine weder durch 
ö' noch durch e' gehende Gerade de||/Ie; so ist sicher yS'Zlcd 
und ae^ae. Ist zugleich auch noch ÖE^de, so hat man erreich^ 
was geibrdert .\Wrd. Ist aber zuiaUig Ö£:^de; so braucht 'HfHT 
hur, werni cre tind yd convergiren, die ^£ || zu sich üin ein A'nge^ 
messenes zu verrücken , und wenn sie parallel iäuPen, den Punkt 
y in der ßy et^vas zu verschieben und das vorige Verfahren so 
wiederholen. ~* Endlich legt man durch jedes Paar paralleler SeH 
ten der zwei parallel gestellten Vielecke abcde vxiA ncßyÖB ihM, 
Ebene; so entstehen eben so viele Seitenebenen, welche» wcu 
die parallelen Seiten ungleich gemacht wurden, sicher Trapeie 
sein müssen ; was erforderlich ist, damit der Körper ABCDÜaßyii 
ein Obelisk werde. 



2. Construction aus einem Vieleck und einer . 

parallelen Ebene. 

Eine Abänderung der gelehrten Construction besteht ^4ann» 
dass man sich ein beliebiges ebenes Vieleck ^^ z. ß. ABCDE^-ioA 
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»einer Ebene eine andere P parallel construirt^ und in dieser 
einer beliebigen Spitze a anhebend ein ebensovielseitiges pa- 

eies Vieleck aßyÖB so construirt, dass jede zwei parallele Sei- 
dieser Vielecke ungleich seien. 

Man wird in dieser Absicht durch a und AB eine Ebene 
Bn« welche die P in einer zur AB parallelen Geraden schnei* 
, von der man aß'^AB abschneidet. Eben so legt man durch 
tnd BC eine Ebene, diese schneidet die P in einer zur BC 
allelen Geraden, auf der man die ßy'Z.BC abträgt. So föhrt 
1 fort bis man zur drittletzten Spitze, hier y, gelangt ist. So 

bis hieher verHihrt man auch 'weiter am Schlüsse des zu con- 
lirenden Vieleckes dem Wesentlichen nach wie in der früher 
rterteu Weise. 



3. Construction aus den Scitenkanten. 

Sei ABCDEF rXaf. VIII. Fig. 2.) irgend ein ebenes Vieleck. 
rch eine Spitze Ä desselben sei eine beliebige, die Ebene des 
leckes durchstossende, ganze (unendliche) Gerade a geführt. 
rch einen Punkt dieser Geraden und durch die nachsteigende 
tze B lege man eine neue Gerade b. Ingleichen führe man 
eh einen Punkt der b und durch C die Gerade c; und durch 
en Punkt der c und durch D die Gerade d. Ueberhaupt ver- 
re man in gleicher Weise an allen Spitzen des Vieleckes, bis 
& vor der vorfetzten Spitze, hier £, angelangt ist. Da nun 
amt Alles auf die richtige Führung der Geraden e durch diese 
letzte Spitze E und durch einen f^unkt 'der nächst früheren Ge- 
en cf an; was die folgende Betrachtung vermittelt. 

Die durch die letzte Vielecksspitze F zu führende Gerade / 
1 die erste Gerade a schneiden, also muss auch die Ebene er 
h. die der Geraden e und des ausser ihr beßndlichen Punktes 
i die a schneiden , und darf daher zu dieser a nicht parallel sein, 
(bt man demnach durch die letzte Vielecksseite EF die Ebene 
J|(i, so schneidet diese die Ebene dE in einer Geraden «i, welche 
I verlangten Geraden e nicht geeignet ist. — Dieselbe letzte 
■ide f soll aber auch noch die vorletzte Gerade e schneiden, 
p muss die Ebene aF die e deichfalls treffen und darf daher 
{^dieser Geraden e nicht parallel sein. Legt man demnach durch 
idie Ebene Jb \\ aF^ so schneidet sie entweder die Ebene dE 
tiner Geraden e^^y welche dann ebenfalls nicht zur gewünschten 
fetzten Geraden e geeignet ist, oder die Ebene ^ fällt mit der 
ne dE selbst überein, was nur geschehen kann, wenn DE \\ AF 
d\\aF isi, wess wegen man da, wo DE\\AF ist, schon die 
Sade d nicht || aF, also nicht mit der Durchschnittslinie der 
■eoe cD und der durch D zur Ebene aF parallelen Ebene übcr- 
ifallend, wählen darf. 

Von den zwei Geraden e^ und e^ muss wenigstens Eine die 
schneiden. Führt man nun durch was immer Air einen Punkt 
' Geraden d, welcher von jenem einen oder diesen beiden 
Ichschnittspunkten verschieden ist, und durch E die Gerade e; 
'Xenflgt diese vermöge des Obigen gewiss. Legt man nemlich 
it die Ebenen eF und aF^ so schneidet jene die Gerade a. 
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diese die e, mithin schneidet ihre Uurchscfanittsiinie f beide leti" 
teren Geraden. 

Sämmtliche durch die Vielecksspitzen geleeten Geraden o, 6, ^ 
dy e, f geben demnach das Gerüste aller ISeitenkanten des anl 
construirenden Obelisken. Legt man sofort durch jede' zwei be* 
nachbarte, sich schneidende' iSeitenkanten ihre Ebene« so erbfill 
man die Gesammtschaft der Seitenebenen. Dazu führt man qoch 
als zweite Grundebene eine zur Ebene des Vieleckes parallel, jA.- 
docb so, ds^ss zwischen diesen zwei Grundebenen keine zwei M) 
nachbarten Seitenkanten sich durchschneiden. 

./ 

4. Abänderung des Schlusses dieser Constructioik«!^ 

Der Schluss der letzten Construction lässt sich nach folgenc 
Betrachtung abändern. 

Vor den zwei letzten Seitenkanten r, /* (Taf. VIII. Fig. 3.) 
gelangt, fordert man, 1. dass e die d schneide, 2. dass / 
a treue, und 3. dass auch e und /* einander begegnen. ETs 
demnach durch die Grundseite EF eine Ebene eEFf oder I 
tn dergestalt zu legen, dass sie nicht nur den Geraden d nnd^ 
deren jede mit der jEJJP sich kreuzt, begegne, sondern auch " 
Durchschnittslinie g der Ebenen ilE nnd aF treffe, welche i 
mit ihr (der Ebene ITT) in den Seitenkanten e und f schneid« 
folglich so, dass die ^onnale m dieser Ebene JtT auf den 3 ' 
raden d, a, f/ schief, auf der EF aber senkrecht stehe, 
solche Normale 7n ist aber leicht zu construiren. 

Legt man nemlich durch was immer för einen Punkt M 
die Gerade d senkrecht die Ebene JD, auf a senkrecht die El 
21, auf o senkrecht die Ebene (B, endlich auf EF senkrecht 
Ebene jL; so schneidet die letztere die drei früheren im All 
meinen in drei Geraden d, or, y. Dann kann jede durch Jll geh« 
von d, cc, y verschiedene Gerade der Ebene Ä., weil sie auf 
senkrecht, auf d, a, g aber schief steht, die Normale m der 
suchenden Ebene VCi sein, die man construirt, indem man auf 
durch die zu ihr senkrechte EF, ihre senkrechte Ebene erricbl 

Nur wenn die Ebene dE \\ aFist, also die Gerade^ verseht 
det, wird jedenfalls e\\f. Damals ist aber DE\\AF und d\\ 
Wo demnach DE\\AF ist, darf man nicht auch noch d(|| 
wählen. 

Da wo nur DE\\ AF, nicht aber d || aF ist, muss g \\ BEI 
sein, folglich, weil die Ebene ITT jederzeit von der Grandel 
verschieden gedacht wird, muss sie die Gerade g sicher sei 
den, wesswegen hier das Legen der senkrechten Ebene CB 
flüssig ist. 

Sind von den 3 Geraden d, a, g wvei oder alle unter si 
parallel, so genügt jede der parallelen schon allein für die and« 
oder für beide andere. 

Anmerkung. Augenfällig sind die zwei ersten Constnu 
nen mittels der zweiten Grundebene weit einfacher als die 
letzten mittels der Seitenkanten. 
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B. Algebraische oder analytische Auflösung. 

1. Ausgehend von der Construction der 
zweiten Grundebene. 

Construirt man wie vorhin (in 1. und 2.) zur Grundebene 
tBCDE (Taf. VIII. Fig. 4.) eine parallel gestellte abcde, deren 
Iriteo von deiK parallelen verschieden sind^ so kommt es am 
Schlüsse doch immer nur darauf an^ zu einem Viereck ACDE 
in anderes acde so- zu construireu, dass cd\\ aber "ZlCD^ de\\ 
hex "21 DE und*ea[| aber "ZLEA, also der Winkel d=D und 
\=A sei 9 während die Seite ac mit den Winkeln a und c zwar 
gegeben ist, aber nur zufällig ac\\ oder ^=AC und a=:A, also' 
}=z C sein kann. 

Projicirt man (orthogonal) die geschlossene Polygonale acde 
laf die Senkrechte der «Seite ae; so haben die Seiten nc, cd^ de, 
h beziehungsweise die Projectionswinkel a, a + c-t-G, — 6, £r, 
lienn Cr den gestreckten Winkel vorstellt; daher ist 

ac. sina+cd. sin (a+c+ G) + de.8in( — e) + «ci. sin G=0. 

isist aber a + c=2G— (rf + e)=:26?'-(/> + i5;), also 

ac. sia a-i- cd. sin (D-{-E) — de.8inE=i). 

' Projicirt man (gleichfalls winkelrecht) die geschlossene Pol^- 
iiialp acae auf die Senkrechte der Seite de; so haben die Sei- 
■Mdc, ca, ae, ed beziehungsweise die Projectionswinkel d, d-irC-i-G, 
^t, G; daher ist 

" de .Bmd+ ca. 8in(d + c-i- G) + ae .8in( — e)-\-ed.ain G=0. 

p||i8t aber d=D, d + c=2G-(a ^e)=2G-(a + E)y folglich 

I 

5 de . sin Z> +- ca. sin (a + £) — a^. sin JEJ= 0. 

Diese Gleichungen müssen, wenn man de und ae durch die 

t ihnen verschiedenen Seiten DE und AE ersetzt, da sinJEJ 
Null ist, jedenfalls in Ungleichungen übergehen; mithin ist 
Seite cd immer so zu wählen, dass gleichzeitig 

"^ cdZZiCD, 

cd . sin (D'\-E)'Zi DE . sin E-—ac, sin a 
nd 

cd.sivkD 'Z.AE .s\nE — nc,8m{a-\- E) ^ 

ii; was ohne Zweifel jederzeit möglich ist. 
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2« Ausgehend von der Construction der 

Seitenkanten. 

Bei dieser Construction sind alle Seitenkanten mit Aussd 
der zwei letzten nur an die Bedingung gebunden, dass jede 
gende durch einen beliebigen Punkt der vorhergehendeä g 
Mithin bleibt zum Schlüsse mittels der Analysis nur noch die 
gende Aufgabe zu lösen: 

,^Zu einem Paar Geraden, (1) und (2), sollen di 
zwei Punkte, (Si^ifi) und (la^Sa)* welchei ausser ihnen 
mit keiner yon beiden in einer Ebene lleeen, ein I 
andere sich schneidende Geraden, (3) und (4), so ffefi 
werden» dass die. eine* (3) der ersteren (1) und nie 
dere (4^ der zweiten (2) von jenen begegne« 

Seien die Gleichungen der segebenen, die erste und ( 
letzte Seitenkante vorstellenden Geraden 

^ Ol bi ci ' 

€«j, 6j Ca ' 

und die der zwei zu suchenden, die letzte und vorletzte Se 
kante vorstellenden . Geraden 

(3) ^-^Si ^y— ^i_. 3^~gi ^ 

«1 ft n ' 

(4) ^--l> _y— %_. g-S^ 

«a fe y« ' 

Dann sind eigentlich nur die zweierlei a, /?, v zu bestinu 
welche, so wie die bekannten zweierlei a, b, c, Zahlen vorete; 
die den Cosinus der, von der positiven Richtung der betreffet 
Geraden mit den positiven Richtungen der winkelrechten .Co( 
natenaxen der x, y, z gebildeten, hohlen Winkel proportionale 

Nun soll erstens die Gerade (3) die (1) schneiden. I 
ist zunächt erforderlich, dass sie beide in einerlei Ebene, nan 
lieh in der die Gerade (1) und den ausser Ihr befindlichen Pi 
i^Viti) enthaltenden Ebene liegen. Seien ^i, Ä|, C\ propff 
nal den Cosinus der (wie vorher bestimmten) Winkel der Non 
dieser Ebene mit den Coordinatenaxen ; so müssen, wdl i 
Normale nicht nur auf der Geraden (1), sondern auch auf 
durch die Punkte (äti^iZi) und (lijiJi) gehenden Geraden, b« 
die Cosinus ihrer Winkel den Unterschieden ^i~"^>,!(i' 
H'—ti proportional sind, senkrecht stehen muss, die Gleicnui 
gelten : 

ans denen man die Proportionen findet: 
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(5) i A:^i{^i-SiKfli(xi-6) = 

■tttelB derer sich die Proportionaien Ai, Bi, Ci best imraen lassen. 

[ Damit in diese Ebene auch die gleich ihr darch den Punkt 
(|L^i&) gehende Gerade (3) falle , muss auf ihrer Normale auch 
ttese Gerade senkrecht sein; mithin erhält man für die Forde- 
dass die Geraden (3) und (1) in einerlei Ebene liegen« die 
ngangsgleichung 

Dieselben Geraden sollen sich aber auch darchschueiden, da- 
tor nicht zn einander parallel sein ; folglich ddrfen die Cosinus 
ihrer Winkel mit einerlei Coordinatenaxen nicht insgesammt pro^ 
foitional» d. h. ron den drei Verhältnissen dürfen 

/7v" «1 ßi n 

kochstens ein Paar gleich sein. 

Ziveitens soll die Gerade (4) die (2) schneiden. Darum muss, 
irenn A^, B^, C^ den Cosinus der Winkel der Normale ihrer Ehe- 
leo proportional sind, in ähnlicher Weise wie vorhin 

I-^2!fta(«a — Ja) — <?2(y2— »h)== 
B2:c2(a^ — &) — «2(2^— &) = 
(k ' «2(^2 - %) - öa(^2— &) > 

»d 

leia; und zugleich dürfen von den drei Verhältnissen 

1 ^ ' oa 62 ^ 

iMiBtens ein Paar gleich sein. 

Drittens endlich sollen die Geraden (3) und (4) selbst ein- 
ttder durchschneiden« Dazu müssen die Cosinus der Winkel» 
Welche die Normale der sie beide enthaltenden Ebene mit den 
Coordinatenaxen bildet, insofern sie auf jenen Geraden senkrecht 
steht 5 gemäss den Proportionen (5) den Unterschieden 

Ay2 — ßiYi y Yi^ — y%^i > «1/^2—02/^ 

proportional sein; und vveil dieselbe Normale auch auf der durch 
oif Punkte ($i%^i) und (la^a^) gehenden Geraden — der vorletz- 
te. Grundseite — senlsrecht stehen muss» wird die Bedingongs- 
gleichang bestehen: 
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(11) (& - Sa) ißiT^—ßiYi) + (Vi — «72)(yi««— y2«i) 

Damit endlich diese Geraden zu einander nicht parallel m 
dürfen von den drei Vierhäitnissen 

. ^ «2 Pa ya 

höchstens ein Paar gleich ausfallen. 

Für die zu suchenden zwei Triaden von Gosinus-Proporti 
len tti , ßif yi und a^, ß^f Y^ ^^^ ^^^^ demnach eiuerseits die 
Gleichungen (6)^ (0)^ (11) und andererseits die drei Bedingni 
. (7), (ICT)» (12). Zwei Unbekannte, ^z. B. yi, y^, lassen sich 
jenen Gleichungen eüminiren, und man erhält sofort blos ] 
Gleichung mit vier Unbekannten. Von diesen ist sonach je < 
z. B. ßi und J?2 9 völlig frei wählbar, und die zwei übrigen, 
ai und a^y müssen so J[)estimmt werden, dass der letzten sie 
haltenden Gleichung und jenen drei Bedingungen Genuese gesch< 
Dies ist aber sicher jederzeit möglich, weil diese Unbekanntei 
jener Gleichung blos in der ersten Potenz erscheinen und zagl< 
stetig sind. 



C. Annahme einer allgemeineren Erklärung 

des ObeUsken. 

Bisher hatten wir die engste Erklärung des Obelisken fei 
gehalten, der zufolge sämmtliche Seitenebenen desselben ok 
Ausnahme Trapeze sein müssen, folglich keine zwei partlk 
Grundkanten einander gleich, und keine zwei unmittelbar in 
einander folgende Seitenkanten unter sich parallel sein dfirfc 
Dies geschan hauptsächlich darum,- weil diese EinscbräDkaDe 
die Construction wesentlich erschweren. Allein die Erklärung i 
Obelisken muss, wenn anders die Lehre desselben umfasse 
brauchbar sehi soll, dermassen, und wie es auch schon sein! 
finder, Herr Professor Koppe, gethan, so erweitert werden, dai 
wenn auch nicht alle , so wenigstens manche Seitenebeoen Ptf 
lelogramme, also manche Paare paralleler Grundkanten gleich, od 
manche Paare benachbarter Seitenkanten parallel seien. Denj 
mäss legen wir folgende weiteste Erklärung des Obelisk' 
zu Grunde. 

Ein Obelisk ist ein Korper, der von zwei parallelen« 
parallel gestellten gleichvielseitigen ebenen Vielecken als Gnfl 
ebenen und von den Ebenen jeglicher zwei parallelen Vieied 
Seiten (Grundkanten) als Seitenebenen begrenzt ist. 

Nach dieser Erklärung wird der Obelisk insbesonde 
ein Prisma, wenn jede zwei parallelen Grundkanten gleiehoJ 
die Grundebenen congruent sind.^ 
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iJeber die Differenziation der Expo- 
nenziali^iSssen und des üoi^antbiiiii» 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Scblö milch 

an der Universität zu Jena. 



Wenn map in der Differenzialrecbnung die DiffereÄBiation im 
einfachsten Funktionen ausfuhren, also die Differenzialquotienten vob 

a;f*, a* und iogo; 

entwickeln will, so bedarf man bekanntlich dazu des NachweiseSi 
dßss sich die Grossen 

(l + g)."-l t a«- 1 

1) g , (l + d)". — j— 

bestimmten angebbaren Gränzen nähern, sobald man ^ bis itf 
Null abnehmen lässt Gewöhnlich zeigt man diess mit Hülfe da 
binomischen Satzes für ganze positive Exponenten, wie auch.def 
Verfasser in seinem Handbuche der Differenzialrechnuns gefhtt 
hat; es bleibt aber wünschenswerth , den Nachweis der Existen 
jener Gränzen unabhängig von dem Binomialtheoreme zu liefen^ 
um nachher dieses selbst mit Hülfe der Differenzialrechnnng a^ 
leiten zu können. Für den ersten der in No. 1) verzeichneten 
Ausdrücke ist diese Förderung bereits durch den Aufsatz No. E 
Bd. X. des Archivs erfüllt, und es bleibt daher nodi übrig, das- 
selbe für die anderen Ausdrücke in 1) zu leisten, was hier ge* 
schehen soll. 

Für jedes ganze positive m und bejiebige y gilt bekanotlkk 
die Formel 

^£^= 1 + y + yS + 3,8 + ....+ y".-l . 
woraus für y = 1 + a: folgt : 



H 
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^eben wir auf der rechten 3eite dem als positiv vorausgesetzten 
r seinen kleinsfen Werth Null, so folgt 

>der nach Multiplikation mit x und Transposition von r<- 1 : 

(l + ar)"»>l+WM:. 

Setzen wir x = — , wo a eine positive Grosse ist, und erheben 
lie HO entstehende Ungleichung 

anf die Potenz a, so wird 

(l + ^-Xl+i)«, 

vrobei wir ma=iß setzen wollen. Da m eine von der Einheit ver^ 
Bchiedene positive ganze Zahl ist, so muss offenbar mcc^ a, d. h. 
|8><x sein, und wir können daher die obige Ungleichung auch so 
aussprechen: für a</3 ist zugleich 

(i+^«<(i+J)^ 

and hieraus folgt, dass der Ausdruck 

Ibrtwährend wächst, sobald man to immer zunehmen lässt. 

4I71 -Diis Wachsthum der in 2) verzeichneten Grösse geht aber 
oi^t.ins Unendliche fort und zwar vermöge des Theoremes, dass 
9r nur <2 

3) ß + ^^m^pm^ 

^ \ * y ^2 — mx 

imL Für iit==l findet man diesen Satz leicht bestätigt ; denn man 
bat offenbar 



2+ar-a;«<2 + ar, 
voraus wegen 2 + o: — o?* = (1 + a?) (2 — ar) folgt 

4) 1 + -<|^- 

I>aM aber der Satz auch allgemeiner für Jedes positive m gilt, 
Iftstt sich mittelst des Schlusses von m anim + l darthun. Mul- 
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tiplizirt man nämlich die Ungleichungen S) und 4), so folgt 

5) 



' i+'2(m+l)a; + 2mx* 

(1 + ar)'»+i < 4_2(m + l)ar + 2»i;c»' 



Wendet man darauf den bekannten Satz an , dass für po8iti?e 9, 
b, c und a<6 

6 + c Ä 
a + c ^ a 

ist*), so folgt für a=4-2(m+l)a;, Ä=4+2(m+l)a:, c=2jiw*: 

4 + 2(yw + l)ar + 2ma:^ 4 + 2(m f 1)3: 
4 — 2(w + l)a: + 2m3;2 ^ 4 — 2 (m + l)x * 

wobei aber a, d. h. 4 — 2(m-f 1)^» positiv ausfallen maM. Nadi 
5) ist nun auch 



4 + 2(?» + Dx 
(1 + a:)"»+i < ! n;Tix - 



d. h. 



U + a;; r <»2— (m+l)j: ■ 

für (7/1 -f- l)a: < 2 ; dasselbe stimmt mit dem überein» was ans der | 
Ungleichung 3) folgt, wenn man m -f- 1 för m schreibt. 

Nimmt man in 3) o; = — , so ergiebt sich für jedes positive * 

woraus man ersieht , dass der Ausdruck (l -I- — )*» mit 9» oicU 

gleichzeitig ins Unendliche wachsen kann, sondern sich einer bt* 
stimmten Gränze nähern muss , welche < 3 ist. Dieser Saü^ laait 
sich auf bekannte Weise dabin erweitern, dass auch 

Lim(l + ~)« 
eine bestimmte endliche Grösse sein muss, wobei nun o eiis 



*) Wenn a^ö^ ist nuch aC'^bc. ferner 

ab-{-ac '^ab-{-bc 



ojicr 



und durch Division mit aiß-{-C) folgt daraus der obige Sati. 
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beliebige positive unendlich wachsende Zahl bedeutet. Für o>=-j» 

worin ö gegen die Null convergirt, ergiebt sich daraus der zu be- 
weisende Satz 9 dass 

i 

Lim (1 + df 

eine endliche bestimmte Grosse ist Bezeic^inen wir dieselbe ikiit 
c, so folgt weiter 

Da hier nichts darauf ankommt « nach welchem Gesetze d abnimmt« 
wenn es nur der Null beliebig nahe gebracht werden kann« so 
setie man 

wobei a die Basis der obigen Logarithmen und s eine bis zur 
Null abnehmende Grosse bezeichnen möge. Es wird dann 

Lira -j^;^:= löge, basa 
oder umgekehrt, und n'enu man wieder j fiir c schreibt, 

Lim-j- = ,— , basa; 
womit das letzte der in Rede stehenden Theoreme bewiesen ist. 



Veber den Inte^alsinns und Intej^al* 

Cosinus. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlo milch 

an der UniTersität xn Jena. 



Einige Untersuchungen aus der Theorie bestimmter Integrale 
erfordern die Betrachtung zweier transscendenten Funktionen, oeren 
Definitionen durch die Gleichungen 
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*>^==* r-^*03+*oxo ~ • •' 



CD 



a 



00 



4 



0»< 



gegeben sind, und für welche ich die Namen ,,Integralsinas^ 
und ^» Integralcosinus ^^ vorgeschlagen habe. Man kann übri- 
gens statt der obigen Definitionen auch die folgenden «etzen: 

1) si((o)= r^'^^dx. 

t/ ^ 

2) ^a((a)=f'"^^^dxi 

t/ OD ^ 

deren compendiuse Form sich gut zur Entdeckung verscbiedeDer 
Eigenschaiten unserer Funktionen eignet. Setzt man gleichzeitig 
a=mu uqd x=^myy so gehen die Formeln 1) und 2) in die fof 
genden über: 



3) 



4) 



St(mu)=J^ ——^dy, 

CHmu)=r'^dr, 
t/ CO ,y 



in denen m eine beliebige constante positive endliche Grusle be- 
zeichnet. Wir wollen von diesen Formeln einige Anwendungen 
mittheilen. 

I. Es ist für 7r>y^0: 

4y=siny — 4sin2;i/ + isin3^— - .... 

Dividirt man beiderseits mit y und integrirt darauf zwischen ^=0 
bis .y = M, wobei w^Tt sein muss, weil nur für u^n die obige ' 
Gleichung besteht, so ergiebt sich unter Benutzung von No. 3) 



5) 



iu=Si(u) - IS*(2m) + JSi(3m)— .... 



Von grösserem Interesse sind die folgenden Betrachtungen. 

II. Man setze in der Formel 3) m = l, 3, 5,....4it-f 1 und 
nehme alle so entstehenden speziellen Gleichungen mit wechseln" 
den Zeichen zusammen; es ist dann 



■£ 



Si(u)'-Si(3u) + Äi(5m)— .... + Si(An+lu) 



u 



= / [sin y — sin 3y + sin 5^ — . ... + sin (in + l)y] — ^ » 

und wenn man die unter dem Integralzeichen stehende Reilie 

summirt. 
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Si(u)Si(3m) + Si(ßm)^.... -f Si{in + 1«) 

Jo 2cosjf 3f ' 

Lassen wir n ins Cnendliche wachsen, so wird 

6) Si(u)—Si(3u)+SH$u)—Si(7m)+.... in inf. 

sin (in 4- 2) jf rfjf 



=\um r 



cosy y 



wo es nan darauf ankommt, den rechts angedeuteten GrSozwerth 
zu finden. ^VTn unterscheiden zu diesem Zwecke zwei Fälle, ob 

Dämlich tt < n ist oder nicht Im ersten Falle kann man den Satz 
anwenden 



Lim/" '^nyidy^^m). 



worin das Zeichen Lim sich auf das unbegränzte Wachsen der 
Grosse k bezieht und nur vorausgesetzt wird, dass f{y) während 
des wiiikührlichen Intervalles ^'=0 bis jf = tt nicht unendlich 

1 7C 

werde*). Da für A;=4ii+2, f(y)= und uK^^f diese Bedin- 
gung erfüllt ist, so haben wir jetzt 



Lim r-^^^!!±^j3L=^, 

t/o y cosy 2 



und folglich nach No. 5) für k < ^r : 

7) j=Si(t«)-ÄX3M) + Äi(5i£)— ... 

Ist dagegen u^ 9 so darf das vorhin citirte Theorem nicht 

unmittelbar angewendet werden, weil f(y) dann wenigstens ein- 
mal unendlich wurde während des Interva lles ^=0 bis y=u. 

Zerlegt man aber siD(in-{-2)y in sin^in-f-ly+y)» so wird 



^ siu (An •^2)ydy 
cosy y 



/^» sin(4ii + l)y P « cos (An-\-\)y siny 

J y ^ t/o ^^ösy Y 

Den GrSnzwerth, gegen ^reichen das erste Integral rechts fllr 
viendüch' wachsende n convergirt, findet man leicht mittelst des 
vorigen Theoremes für k^^An^l, /(y}=l;. derselbe bt 



*) Man 4. d«s Verf. Analytische Studien II. §. 3. 



r 



m 



^f:'^^^='^- 



Um auch den Gränzwerth des zweiten Integrales zu erhs 
erinnern wir uns an folgenden 8atz *): ,,wenn /(y) innerhall 
Intervalles ^=0 bis ^ = » endlich bleibt und u ein nngei 

Vielfache von -^, also etwa M=(2f-f l)o i^'> ^^ ^^^ ^^^ 
k — in + l 

wenn dagegen u kein solches Vielfaches von ^ ist> so giefa 
doch immer zwei «uf einander folgende ungerade Vielfache 
o« zwischen denen u enthalten ist, so dass man 

(2,+ l)~<u<(2s+3)J 
setzen darf. In diesem Falle findet die Gleichung 

Lim r'f2^f(„)dy 

Slfl 41/ 

statf Da nun — - immer endlich bleibt, so kann man /*(^)=: 
setzen und hat dann für u=(28+l)^' 

Lim /^■SggC^n + Dysiny 






2 •2*+l' 



dagegen 



=?-| + ?-.... + (-l).2^, 



7C ' 91! 

wenn u zwischen (2j + l)^ und (2f+3)2 Hegt. Substituiren 

die gefundenen Resultate in No. 8) und 6)« so ergiebt sich fol 
des Theorem: die Summe der Reihe 



*) A. a. O. §. 4. 



I \ 



so« 

t 

iD tt = (2*''+l)2 ist, dagegen 

...... , . . . . 

— 4 + ^~» + " ■■•■ + 2. + 1 ' 
n u zwischen (b«f l)?"urid (2»+3)| h'Mt. 

, ■ , ■ . ■ ■ . ,; . ■ _; ' • i ! ■ . ; . • • ■ ■. ■ . ' • - ■ ■ i 

Nimmt man hierzu noch die Formel 7), so hat man in jedem 
B den Werth der gesuchtel9i -Sumn^e. 

II. Eine ähnliche "Betrachtung lässt sich auf die Gleichung 4) 
3Dden. Schreit^en wir die 'letztere in deos Forfn 



^ «(««>=/• ^rfj, 



.:' ' ..■ ■ 



-r 



m m=:I, 3., &,....2n-fl und addiren alle so entstehenden 
chnngen, so wird 



— [a(ti)+ Ct(3ttHq(6«)+;.M+<?t(2»+lt*)] 



=/*( 



\ 



cos y + cos 3^ + cos 5^ + ... . + cos (&i+ l)y ] -^ 



_ /^.. gip(ati-ir2)a[ v% 

Ju 2sin_y ' y 



I* T 



• I « . 



(SejrlA^tt]pan,siii.(^n-|-2W in sio(2n4-l^:+2() ,uiid lässt dann » 
dlidi wiacfisfen, so wird ' 

~ [CiX«>+ ßX3tt) + «(Sm) + •• •] 

EW«itß Grälizwerth rechts ist NuH .zufolge^ des Satzes, dass 
laapt für anenditqh wachsende'/:/ . * 



Lim / f(y)coskydy=0^'^ •,«.».' 



. ( 



, sobald f^) von |f=f=a bifi y==:^.}endlich bleibf, was hier der 
Ist^'sobala u die Null übersteigt Wir haben daher für u>0 

Theil XI. 26 



»M 

Ferner giebt et bigende« TbMrem *)'. wwB'h ein Tie 
TOD ff, etwa in Ut, so hat man 

=«(iA0)+A«)+/^(2«)+-.- + l/(*»)i; 

tült Jagten u zvriacben *» und {t-i-l)a, so ist 

Fdr t=x vereinigen »ich beide Gleichungen zu der eil 

Zieht man hiervon wet die eine nnd dum die andere der 
rotten Gleichungen ab, so folgt 

=«U/(w)+A<+l»)+A*+2«)+-.» 

tat u=tnj dagegen 

= » i/(rri™) + ah:2«) + /•(i"+3«) + ....i 

(venn u zwiechen jic and (t-(-l)n liegt. Wenden wir'dief 
/(y)= — ^ auf die Gleichung 9) an, ao erf^ebfiteh' ift 
die Summe der Reihe 

Ci(u) + «(3«) + C'(5i.) H 

ist 



(2* 1 + 
tüT u=isn, dagegen 

^ ?> (.+ 1 ,+» 

sobald u zwischen <n und (<.4-,lJ*^ 



+ 



•> A. B. O. §. 3. 



lilkl) 
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j_ 



{ : 



>«!' = . 

t 
j I ■ , • 

;: '1 



^ -\ 



Nun ergiebt sich aber aus der Gleichung (1): 

-\ 

1 — m%y 

wenn man für y=0 a?^= + ö, für a:=0 y= + a voraussetzt. 
Hieraus folgt: 






»i.1 M( ''■> ' 



Setzt man diese Wertf/b' tn*'dle CMeichiibg (2)*, so erhält man: 




rf 



8* 



■ * X 

oder • 



=0 



?4^ 



.. =0, •••• (^) 



V"(l~:r2) (1 — m%2) T y (l_2^a)(i_^y2) 

£s ist somit die Gleichung (4) als eine erste Differenzialglei( 
der. Gleichung (1) zu betrachten,- und die Systeme von Wi 
VjOI^. or und y, welche der Gleichung (1) genügen > ' erfüllen 
die. durcfr (4) ausgesprochene Beziehung. Das Inte^rbi M 
chpng (4) ist 



. t I 






J V (1— :r*)(i-m2a;2j V V^l^Xl-^^ "^ * "* 

Diese Gleichung wird mit (1) zusammenfallen, wenn die willki 
liehe Konstante passend bestimmt ist. 
Setzt man 



<5), 






dx 



V(l-.2;2)(l-m2^2) 



^ 



woraus 






« ^f^^-f^)^^-^*y^) 



1 f 



■■; 



J» 



^«0- 



I ist die. Gleichung (4): , 

Ml, die (5): ,^_,, ^ .^,..\.,. ,^_.__ . ,.^ .., ;.. 



e + M = G. 



.1» ". ■ 



, • • .-•. ■ . I , . ■ f , 



Da diese Gleichiii^g eine Beziehung zwischen x und ^ausspricht, 
I wird C von a ü^d.m abhängen. Nun muss aber für a:=0 
=a, und för ^=0 a: = a sein; diess ist nur der F^ll> wepti 

"Vo V(l-I«)(l— OT«I»)' 

dass 

V (1 ~ a:*) (1 — m^a:^) J o V (l-y*)(l-mV)t ^ 

"^ "^t/o V'(l— 22)(l-^i^' 

i|ese GieicrAing\f(^Igt aus (1), ist ihr also dääibled^t^'^. '. ., 

' Au» ihr; folgt:- ... ■:.. = .'.-. ■ - '^.:iv »:i":-: ^"'.1: 

• . ■ • ■ ■ ■ '. u - •: .• I *i/#iv . ■ *c' , : ." 

-. . .1/1 -.»•■/ •-.../■ I'J* ••■»■• 



ip' 



lan wird daher sagen können: 
Ist 



' ^ J V(l— a:2)(l— m^^f)' t/p V(l-.y^)(l-mV)' 

I ferper v -f ^ eine konstante Gr^ossor und folgt aus diesen Glei* 
pmgen: x:=z(p{v)i also ^=9(u), setzt man ferner 11=9(11-^9), 
1 sind die Grössen x, y, a durch die GleidMiog (l) TerMiiiden. 






Es seien» wie im vorstehenden Paragraphen» v und o^ ^urch 
« Gleichung 

^^ J Q V (1— ar2)(l— m*a;2) *- 

»ibandcn, in welcher m^<l, ar*^l, so nennen wir x den Mo- 

Daiar^Sitoiis von iv för den Moduius m und bezeichnen ihn durch 
fc <g), wä hrend t? das Argument (arg.) heissen mag. Die Grösse 

f—a?* soBMödulaiT- Kosinus heissen för den Modiilus m» und 



% 
I 






bezeichnet werden durch cnr; die Grosse -^:=== beisse 1 

lar-Tangente von fr=tnv; ^-^— heisse Modular-Kotangente = 

VI— m*a:2 aber h eisse M odular-DiAFerente =:dn». Endlich i^ 

wir die Grösse V"l — wi* durch m' bezeichnen und di« auf 
Modulus m' beaSogenen Modularfunktionen durch 

sn'tj, cn'©, in'v, ctn'©, dn'tJ, 

Man hat sonach: ^ 

cn*tj + sn'r=l, 

ship--- ■ ' ' • ■ * ■ ■ 

tni?= f 

cnv , 

cnu 

ctnv^ , 

snü 

dnt?=: Vi— »»* sn* V =s V cn*p H-m'* sn*» 

=:\(^m'* + m* cn* v ; 

aus welchen Gleichungen.» nach Art 4<^ Behandlqlig; 4^ cykii« 
Funktionen, man leicht neue bilden kann, aus deni^n her?oi 
dass wenn eine der fünf Modularfunktionen gegeben ist, tm 
andern vier daraus ableiten kann. 



Für m=0 erhält man: 



sni7=sinv, 
cnr=cosv, 
tnv:=taogr, 
ctnt?=cotgt), 
dn9=l. 



■ y 

Fjir m=l ei^ebt sich 









Da also, was auch immer m(>0 und <; 1) sei, :r oder sno ifl 
kleiner als 1 ist, so eiebt es eine Grosse op, so dass 

linoxssin^) daher cne=3:cos9, tne=ting^, ct»<9;csei<|g7) 
j.. dni^±=Vi-rm^waV*»=^Voos«94:Äi!'«AiV* - 
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,1 Diese ^russe kp Dennt man die Amplitude des Argumentes v, 
^' firden Modjilus n^, und die Bezeichntnig Ist 

^ = aiDD. ••.;.... (3) 



§. 3. 






Wir wollen nun den Gang der Modularfunktionen eti^as näher 
erörtern. Dazu ist es nöthig, dass wir die Differentialquotienten 
derselben kennen. ^ 

,Aus der Gleichung (1) des §. 2. folgt zuerst 

Bv__ 1 1__ 

Sjp' Vi — o:* V^l— w*;r* ~" en ^ . dn * 



abo> da :r^=snt>: 



Da 



uniisr 



---V— =iicnr.dnr :=. (1) • 



sn*p + cn*r = 1 , 



d.snv. S.cnü ^ 

und setzt man den Wertfi aus (I), so ergiebt sich: 

S.cn» 



dv 



= — snodnr (2) 



Ebekisi 



S' 



B,tnp dnt> 8.dnr ' 

8.ctn« dnr d.am« ' 

Nun ist für «=6 a;:=0, also 

sp(0)=;0,; CB<0)==1, *n^)=P, 



Ml;;' 



./■ 



(4) 






d.snt? . ... 

Daab^r, 4er Gleiehun; (1) gemäss, -g^ so lange. i»osi|tiy 

bWbt als cntf^innd «r rssO cnv^l ist, »e wächst ^also sno 
von t?=0 an so lange bis cnt> negativ wird. Heisst M der 
kleinste Werth ron e (für den ModulnS ml^^J^r den cnt=^0 ist, 

|o hat man C ;/ 



4tt0: 



:(l 



sii(A)Wl, qn(ilf)=0, to(M)=l'^ 'i ■ -' '■"' 

« 5^ . . (5) 
ctn(ilf)=0, dn(M)=m', am(M)=^; 

und es heisst ilf der zum Modulus m gehurige Modalarquadrant. 
Was seine Bestimmung anbelangt^ so ist 



• ■ • 






oder da a:=sitig>: 



"=/ 
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2 



8^. 



V~l— wi*sin*9> 



(7) 



< I .■ 



Der Gang der Modularfunktionen innerhalb der Werthe und M 
des yA^rgumentes ist also al3 beki^not vorauszusetzen. 



'.I 



§. 4., 



• t , ■• 



Setzt man — x statt x in die Gleichung (1) des §. 2.» soiwii^ 
V zu -^v, und somit ist 



i ' ' 



sn(— 1?)= — snr, cn(— r)=cnr, tn(— r)= — tnr, 
ctn(— r)=-— etnü, dn(~r)=3dor, ?an( — »)=— am», 

was auch immer der Werth des Argumentes v ^sei. 



(!) 



§. 5. .. .1 

Aus den Gleichungen (3) des §. 1. zieht man» wenn man die 
erste mit x, die zweite mit y mnltiplizirt^ alsdann subtraUA 
:i;=7sna, y = snb, a=sn(a-\-b) setzt: 



sn^a — sn^ 






t 



^ *^ ^ snacn6dn6^sn6cna dna' 
Nun ist aber 

^ sn^a cn^Ä dn*& — sn*6 cn*a dn'a 
= sn^a (1 - sn^Ä) (1 - masn»6) -* 8n«6 (1 —sn'a) (1 —mHv^ 
= (sn®a — sn^Ä) (1 — i/i^sn^asn^ft). 

Muitiplizirt man also in vorstehender Gleicliung 2fiUer und Ner 
ner mit snacn6dD^-|~ sn6cnadna, so eroiebf sick:« '• > -' : ' 



\ .. 



/ ■ rx sn/icnÄdn6+sn6cna4iva,fi «, '^ -; ' 

sn(o + o)=: 5 « — 5 ST— ^ , . • ^ . ö/.*i 

^ ' 1 — m*sn*asn*6 , ' ^i -*^! 



wefaiiri<fbigtv-iv6ii» man ^6'fiip:^ se&t» < ' >• '-n. •.* - x 

siiacn6dn6 — snöcnadna 



Hieraus folgt nun ^ 



.f 



• 1- 



t cnqjiti^ -^^ srfg s n 6 d n a dn 6 
cn(a+6)= l^,,,aan*asn26 

cn a ch ^' +~flii a s^ 6 dn a dn 6 
cii(o-6)= i_^2,u«asn«6 

, , rf »V tnadnÄ+tn&dna 
*" ^« + *^ =* l-tDatn6dn<^an6 -l 

tnadnß— tnÄdna 
tn (0-6) = )^tnaM&aiia'dn6 

■ ctnqctn6 — Jriadri5 V '" 
^ "^ ^ dn^cta6 r|- ctna dna 

- * ,. ctnqctn6 + dn a c?w ft 

^ / « >"~ cto a dn a — ctn 6 dn 6 

j / i i\ dtiadnft — ?7Psnacnasn6cn6 
dn(«+6)= —.^—-^-^-r^^ 



Setzt man endlich > 

, ain(a + *)?=a + /S, 



»«• 






»0 ist , . , 



■» . ■ 



(:i) 



(3) 



(4) 



sn^OTj^ -.,.,.. , 



(S) 



rfilUJ»'»"' 1->n ■.'•. .-.^ .: . i •:• .■ . . . •• ^." s!'- 



tangtt-f tangi? _ tnadn6 + tn6dnci 
1 — tangatang p ^. l-^tn«idn6 to 6 äp a ' \ ':. .' >: 

welcher Gleichung genügt wird, wenn ^ 



«• •/' 



Mir» 

»■■» 



i ta'nga=tnadn6, tangjS=tn6dn'a, 

am (cr+6) = arc(tang = tn a dh 6)-|-arc(tangäi= in b an a) *' ) . "^ ' 
a]n(6^6)=:arc(tang=tnadn6)-'arc(tang=tn6dua)'; ' ^ ^ ^ 

welche Werthe aiicb wIrkKcli den F6t-mein (l)'bis (5) genügen. 



\ 1 



Setzt inan io den voratebeadtn Formelo 6ssa» so «vhfilt i 
leicht die folgenden: 



^ 3^acnadna 

2a ^^ — — - — , 

1 — m*sn*a 

cn*a — sn* a dn a 

"^ \ athadn c 

>^«-L^tB?adir^:. , > .... .(7 

, ^ ctn*a— dn*o 
etn2a= - 



dn2tf=: 



2ctnadna 
dn*« — m* sii*a cn*« 



MS^^ta^^l^lrita 



i — iii*ßn*o 
am2a==2arc(tang=:tn<idnii); /' 

woraus wiefler gefolgert - wird : 

' 4/ /dnia+cn2a\y .... (8 
' tiiadna.=;=tang(iam2a). ~ 



• ■ II' 



( 

■i 



Ueber|laüpt kann 'manfhieraas eine Reihe Fornieln ableiten 
ganz ähnliche Weise , wih» die entsprechenden Formeln der cy 
sehen Funktionen. 



§. 6. 

Die Formeln des vorstehenden Paragraphen werden uns 1 
fernere Verhalten der Modularfunktionen vor Augen stellen. 

Setzt man a=iPf, so erhält man, mit Beachtung der Form 
des §. 3^: ' 

tn(ilf— 6) = ^, ctn(ÜI*-6) = m'tn6, }!}) 



wl .. n 



. r I . I 



dn(-Äf-rft)==T^* aJn.(Jf--6)=2-^afc(tangc=:ii»'tn6); 

vorausgesetzt j dass zunächst h zwischen und M sei, olmii 
diese Formeln jur jedes. A gelten. 

M^Eben^so, . 

mm 

. ^ . . am(4f-|-4)=Q tl'Ar<^(i&ng'=m'tnfr)• 



A 



ailii(Jlf +*)= n; ^ am (i»^») , 

und wenn mau hier M — b statt h setzt: 

,. am(23f— Ä)==7r— am6, 
aQitS^-l-ft)^»-^^!^^;; 

d. L Ifir irgeod ein ganzes posItiTes r : . 

am (2rilf J: 6) =rjr + am 6. 
Abo aus (2) : 

aBi(äriir4-^4^) = am(ilf +6) -I r»= r» + g" +arc(tang= Mi'hi^) , 

d. i. . .• . i- ■ •■'• ■. ■ .' . 

am((2r+l)^+6) = (2r + l)|±arcCtang=:m'tn6). ... (3) 

Dieselben Formeln gelten für ein negatives 2r und 2r -f 1* 
H!«irilus ei^tebt sich 

sn(arJf+ 6) =itsiö (am (2Jlr+ 6)) =:shi(rn?+am6)t=(— l)'önfr, 

tn (2rif -f: b) = taug [am (2rM + b)] = tang (m + am 6)= tn 6, ( ^^ 
' ctn(2rüf+6)=cotg[am(2rilf +6)]= cotg(r7r+amÄ)=ctn6. 

Setzt man hier r=^2n, so sieht hian, dass die Funktionen sn 6« 
CD 6, tn6/ctn6 sich nicht ändern, wenn^ sio)i um inM ändert; 
diese Funktionen sind also periodisch unp'^derÜin&ngvein«? Pe- 
riode ist 4Ä ; / ' f ■•' '■' 

Was (ne Funktion du 6 anbelangt, so /ist • ^ |^ 

^ ' ^- J ^ 

dn(üf+6)=^^. .\^ 

\ X * . - 

diese Funktion verhält sich also wie tnörund HnA. 

•:[ .AttsV^n Formeln (4) folgt:. 

A ' ) ' ' \ ' •■ cn6 '^ V ' 

I ^^ 8n((2r + l)ilf+6)=(-irsn(ilf+6)=(-l)r~-j, j 

-CD((2r + l)Jf+6)=(-l)'CD(^+6) = (-l)'+l-g-r-,l 
ctn((2r+l)ilf+Ä)=ctn(ilf+6)ai?--rii^tn6., / n n.^^^^^.1 ^ 



II 






Ml' 



d«i(ßr+l)ilf+6)=dn(ilf-|.6)i= gj^. 



' \ 



IM 

Setzt man in den Formeln (4) und (5) h negativ , so erbftlt nuflii 
leicht zwei weitere Systepne von FormehH» Sj^jtzt man aber 6=0» 
80 erhält man : 

sn2rüf=:0, 6n(2r + l)Mt=(— iy, 

cn2rJlf=(-l)^ cn(^r+l)^=0, 
tn2r;if=Ü, • ' tn(2r+lfi» = .^ A ... (6) 

ctn2riJf=J, ctn(2r4.1)ilf=0v V ' '*'' * ' 

dq2ril[f=0, dn(2r+l)il/=m'. 

Was das Vorzeichen von i anbelangt, so verhält 6S*^«?chf'€il- 
mit wie bei den cyklischen Funktionen ; es ist dasselbe gewis- 
sermftssen ein doppeltes, je nachdem mau zu den nnendlicfa Wer- 
denden Funktionen gelangt ist; ob durch eip negatives bis 
wachsendes, oder ein positives bis abnehmendes 



• §. 7. 

Aus dem Vorhergehenden erhellet nun^ .da4us; sobald m^ii die 
Werthe der Modularfunktionen von ,0 bis M kennt, man die 
Werthe derselben föriedes. beliebige Afgament zu beifttoHnen im 
Staide ist. Allein, selbst innerhalb .dieser, Gränzen ^sst sich noch 
eine Vereiiifechung einfthriBnl Auö den Foritielh (I) des 6. 0. folgt 

nämlich, wenn mali ct-^^ statt 6 setzt: 

• • . \ mm « I * . 






!» (1) 



(f-) 






^ m'sn (f-b) .^ 



*" (?+*) = -^^' am(f +6)=|-i^c(tg-«.'tb(f U); 

durch weiche Formeln man die Funktionen für A^'^umente > -^ 

\ j«) '. Jff- ■■ • ' j •• ' » I "-;;n * 

aus denen rar Argumente <ö- berechnen kann. 

Sei^t man 6 = 0, «10 erhält tnän FormeÜ,'^dt^ telclii'V^ie Mo«^ 
dularfu^ktionen veA' ''gegeben. : '» •' ' * 1 \* (» ( r. ^iv« 

I •" • ■ * 
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1 11 1 'l' K 

(1— Wiesln ^9)-4=l + Q»w*sin V+5~l»»*sin*9+ä~j^w*8in*^p+.^^^ 



Das »Ugeineine Glied dieser Reihe ist: 

2.4.0....2r • t/o 
M«B setze nun- 

y^f . ^ - 1.3.6....(2r— 1)^, , 
8'n*y3v= '2.4.6....2r /^''^' 

SO ergiebt sieb , 



/ 1.3.6....C2r-l) Y 



« 



Durch diese Formel » die Funktionen f(<p) als bekannt Torausge- 
setzt, erhält man v aus q>. Zugleich folgt hieraus, dastf ao — » 
die gleichen Modularfunktionen geboren, wie zu m. 

Es ist nunmehr noch eine Berechnnugsweise der Fttoktioneo 
fXtp) änzugebeni Aber man hat: 

8[8in*H-ig).cosg)l /r> . -.v . «^ « . «_•• 

-*■ --^ ^= (2r + 1) sin ^(p cos V — s«> *^9 

= C2r + 1) sin ^fp — (2r +2) sin «^+«9. 
daher 

sin^+ V cos 9 = C2r + 1) f^ sin^(pd(p — (2r + 2) /* %in «^+ V9> 

c/ t/ O 

oder 

(2r+2)f ^sin^+V9=(2r +,!)/* ^sin«^9)^g^-8ln«r+V«»?>' 
1.3.5....(2r+l) ,^ ._^. , , L3.5...,(2r+1>^, , . ,^, 

/H-i(9)==/r(9)-of5±§i^ 
woraus nun, da /o(9) = 9: 



' \ 



4m 

2 ^ 

/^(y) = ^ — sin 9> cos (p r-r Ä siD '«p cos g^^ 

/j(y) = 9 — sin 9 cos ^ — ö sin V cos 9 — s-gsin^^os^, 

• 2 2.'4 ■" ' '■ 

2.4.6..,,(2r--2) /^ , 

wodurch die Fanktionen /(9) nnn bestimmt sind. 

Diese Functionen sind abnehmend und positiv, da sie Null 
sind für ^£=0 und ihr Differenzialqnotient positiv ist von ^=0 

IHs 9=?^* Da^ dieser für ein unendlicb grosses r Nij^M jstj, ko ist 

'I 

lr((p) (ät ein unendlich grosses r selbst Null, wenn 9>^<(o) » 

was man auch auf ^ander^ Art beweisen v kann. Ffir 9=0 erhält 
mao den^W^th vcjB. iüf. 

Somit hätten wir die im §. 8. geforderte Au%abt gABnt, oddr 
die MögüpJtik^jit der Konstruktion der Tstfeln gezeigt. 

Die unmittelbare Theorie der Modularfunktioi^eo Cst dami^ ge- 
, schlössen, und wir haben nur noch ihr Verhaltelä iiizng'eben,'' Wem 
das Argument Imaginär oder wenn der Moduhis >1 ist. 

$.10. 

Ehe wir aber diese Untersuchung vornehmen, woll^i wir 
noch irinige Gleichungen aufsteilen , welche die Beztehnngen der 
Argamenle zu den- Modulirfunktionen näher darstellen. 

L Ist'v ein Argument, dessen Modular-Slnus =ar, sn hat man 

(J-2.): . . • ;^ ..... 

ui'"lst V ein Argu ment , d essen Modular-Kösiiius =x, so ist 
seip Modular-Sinus 2=V 1— ;r*=y, also 

\ ^.Jo V{l:^mr^^^J^ ^V^^^5 ((2) 



^ 



A08 



V ist Null für a;=l; da aber or nicht grosser i^tls l, sok^Domao 
auch setzen 

Für ar=0 ist dfe .Wurzeigrösse =m, für a?=:l ist sie 0, fir 
ar> 1 ist sie imaginär. 

DL Sei i^•'^^ Argument, desfsen ModttltfrvTufigente ^x, so 
ist sein Modular:Siiius T7===r==;=^, mithin 



(3) 



II 






^^%, 



' ' ■ » 

tJ ist Null fiir ar=0; a: aber kann jeden posttiveti Wcrth. haliei. 
Für- j?=J ist ©=ilf. ;• ■ ■ ■ 5.- »!»i ■ .^ ■■ ■ ■ 

IV. Ist t? ein Argumeht/ desseli Modidär-Kotan^nfe =:^, ii 

.' '■■. .^ ■ .* ■ ■' • 1-., ■ ."■«..'• = : 

jAl^^ssep.Modular-X&ogente ===—==^9 mithin 



r' .1 









8a? ■ 



t?^lst Null fiir a:==oo; für ar=0 ist r = il!/. 

V. Es sei duv=^a:, so ist snu=«/ = r: — — ; demnach 









V ist Null für a:=l, v ist =itf für .a:=m'; ar is^ immer zwisc^K 
1 und m*; fSr ±=1 ist die Wurzelgrösse*'NuII/flhr»arijj/ «MrÄ 
failäi Null; ausserhalb dieser Gränzen ist sie imaginär. f 

11 



u - 
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SO 



VI. Es sei<.tang(4am.t}>==x. Nun ist tang|y =a ^i ^ * ? , 



aber nach IL. 






I' .< ' • 



VIL Es sei ^.»^ — c = =ar, so ist 

^ sn(iw— -v) cni? ' 

VI — sn^tj m2— a:« 

enmach 



I 



I ■ ■ f • • 



_/** dx ~f' - ^^ (Ti 

.?"T/i V (l-;r2)(m2-a;«) "1/ 1 V^^1m^Tl)^+^* ' 

Ist Npll fQix = l, V ist =ilf für x^oo; also geht o? von 1 

8 OD. 

VIII. Es sei cn(M — ^)=^^' J,ri=«^> so ist ^ 

: i . . X ' • 

1^=^ (w'»+ m2a:^= V (I-:r«) (m'*+m%i) , 

t/o V(I-a:«)(m'H»*^i'*)^ Vm'H(w»^^m'a)a:«— »i«a:** ^. 

fir ÄJäO ist tJ—Q, für ar=l i*t ü=4f. Die Wiirüelgf »s«* tot 
seil von a:=0 bis x=l. * » 

1 

IX. Es sei — =x, 80 findet man ganz wie oben 

cnu ' ° 

ist Null für a:=rl» und ist =:ilf für j?=od; also g^t x von 1 

• CD. Für ar^<l ist die WurzelgrOsse imaginär, ,t 

Theil XI. : 2T ^ ' 



MO 



■w, -•„. .. V 



' X, ' Ed' Ml 4o<if-ft>)<!ir ^ 3=«*, so. 4qd9t tfiiui eWnfaiU : 

I 

/^ * ■ " da: ' * ' 

• " . "*^ 

V ist Null für x=:m' , und ist =.ilff für a:=l; also geltt i: V 
m' bis 1, innerhalb welcher G ranzen' die Wur^Jgiosse auch reell i 

'' A(^U(:|]e. Formeln |ässeu sich jioch leicbt ^kf t^p ; jdie i 
gebenen genügen aber zu uoserem Zii'ecke. 



« 



§. 11.. ' 



■ . > 



Die Formeln des vorstehenden Paragraphen werdefi uns au 
die 'Aufgabe losen « die Verhältnisse dei^lodularfnnktionen am 
geben 9 wenn das Argument imaginär ist. 

Setzt mshi pämli<;6 SfiJ9?;?tz, so ist also 

* 1 , 

IV' 



tv= # — — ■ also t>=: # 

-t/o va+»*)a+m«j«) i/o 



V(i+«*)a+»»*j*)' , ^ 0.. <vTi+»*)(i+»»*«*) 

Hieraus' folgt aber,- nach $. 10. III., dass z=:tn'v, wenn nan ^ 
in §. 2. ferner erwähnte Bezeichnung feinfuhrt. Demnach ist 

weD^ ii;?=Y.r— 1. Hieraus: 



1 > • 
i ■ 



■j' . 1- 



cn'tj. ' 

ia^am erstjßbtKichf v^en« map die.Forjpoi^ df^ §, 5^ ^qiiebt^t; 



. I 



\ 

> - s ..I 



/ 



« • — 



' \' 
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sn (a + W) = cWH+mHn^asn'^ r 

/ '.'*"^ cnacn'^ — isnadna&n'bdn'b 

CD acn^ 6 -- täna diaasn'ddu' b 
^ ^ 1 — dn^asn'äÄ 

cn(a + &i) - 



;■•• ii. •• •■••• ij . i.i{. 



■* >■ . 



(2) 



cn (g + 6t) * 

S}n(« + 6f)' 

dn a dn' ö cn' 6 — im^ snacnasn^b 



ctn(a + 6t) = 

dn(;<« + bi)=- ^_dD*a8D'*6' ' , 

am (a 4- bt) = arcflang = -,-7--) + ar^(taDg = isn'bana) 

^' ' ftiodn'6'.f, /l+sn'6dn-a\ 
= arc^(tai»|; = -^^) ^ 5 log (^ i^^n/^dna / 

Aus diesen Föciheln lassen sick eiipige bemerkenswerthe For- 
meln ziehen« 04(S«^' nämlich M' ^^er zu m' gehörige Modularr 
quadrant (§. 3.)/ so ist nach §. 6., wenn man b=^m' setzt: 

sn(a + 2ritf'/)=sna, cn((r.+ 2ril!f%=(— l^cna, J / 

to(a+2ri«f't)==VW'*tna;ctn(a (3) 

/. 'dn(ioi+»Jf'i>==:(-^l)'dnff; « ) • 



•!* 



woraus folgte dass^ wenn d um ArM'i wächst, die fünf Modular- 
funktionen sich nicht ändern. ''Setzt man noch Ia4-2nillf statt o, 
80 ergiebt sich: 



sp(a+5witf+2rilf'i)=r(-J)«sna, = 
cn («+ ^nM-^^rM^i) = (-^ 1)'^+»ch o ^ 
tn (a + 2«il!f + 2r Jf 'i) = (— l)»- tn a , 
ctn (a+2wJf +2ritf'i)=(— l^ctn a, 

dn (a + 2wüf + 2rüf 'i) =: (- 1)»- dn fl r 



i ' ^ . 



j^ ■■' 



M) 



ausweichen Gl^icbutigm sieh ergiebt //dass d7ef aufgezählten fünf 
Hlodmarliinktionen dopf>elt p^riodi^ch sind, iind das^ Aet Ui&fang 
einer reellen Periode iM, der einer imaginären ^z 4 ATi sei. 



§. 12. 



1 



Ist der Moduhüa grössj^r als \, sq kanir er durch —=:mi 



m 



wgestellt werden , da im < 1. ^ Di^ Mbdularfunktionen , die sich 



27* 
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/ 

auf diesen^ Modulus beziehen > mogeo durch 8b|V, cn^f? q. i 
bezeichnet werden. 

Ist nun snit>=z, äo hat. man' 

Set^t man nun z =7112/ , so' ergiebt sich 

_ /^V '. .. mdz' j? '_ P*' dz' ^ 

d. il 

' 2'=sn(- J, also snir=2=iiii'=:msnf — V 

Hieraus folgt: 

sn, t? =±: msn \J^ , coi r = dn Q^, \ 

tui r = m — 7- Y ^^"1 '^ ~ 7^' 

dnit? = cn( — ). 

Es sind noch ztrei tveitere Modularfunktionen ein^filhrt 1 
den; da sie aber erst bei den 1 ntcgralfor mein nuthig sind, «0 
schieben wir ihre Theorie dorthin. 






. §.13. 

Zum Schlüsse dieser Abhandlung soll hier eine Anwend 
der Formeln des §. 10. gegeben werden. Diese ^AnweoduDg 
trifft die Integral lormel 

P dz _, 

Hierbei sind nun folgende Fälle zu unterscheiden: 

■ 

I. A ist positiv = «2^ C ist dessgleicHen positiv =&*, Ä=2« 
worin a*-<l, übrigens « positiv oder negativ. 

Man hat also 



^=i-/o' 



a* 



v^i.^.+S- 



« • • • • • 
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I 

Wir wolle» diese Formel identifiziren inH (6) des §. 10.^ so ist. 
-^24=7ar*, -az*=(7j»'* — m*);r*, woraus ä^f* V "j wi=l/ — ^. 
pemnach ^ ^'' 




(2) 



*i\ 8a; ' _ 1 » 

y/TbJ 6 Vl+2(in'a— TO*)xa+a:4~ VÖÄ * '^" 

^fao hat also 

Durch diese Gleichungen ist nun oie Angabe gelüst.' Man sucht 
Ln dem .Systeme ^ dessen Modulns =4/ ^ , das Argument i?y 

3e«/Ben Modularkosinus = — nr^s so ist ^ ; — das verlangte In- -- 

begraf."^ ' 

Da in VI. des §.. 10. x geht von bis oo, so geht z vonO bis go. 
Für it = ist vorausgesetzt ^ = 0^ für ;;=:qo ist v^=2M, also 

yra > — :. Die Formel (1) giebt also ' 
: yab 

- ■ ■ . ■>■••:■■■'/ 1 a 

^«10 a^<l. ilf ist^der Modularquadrant iär de^Modulus W '~^^' 

Da ; . 



c/« \^a* + ! 



""t/o Va^ + ^abaz^ + ßh"^ t/o ^^H^HSI 



+2a6a2«+*V 



"«s ist diesei Fall leicht auf den Vorhergeh enden zu bringen. 

n. Es ist A positiv =zd^, C positiv =6K ^ positiv =:2a6a 
nnd a > L Alsdann bat man 



x^ 




4U 

I 

fit' r';*"H' -i ■■■' t* 






Identifizirt man mit III. des §. 10., so hat man .< 



&2 ^ • 26a 

t 

vroraus ' ^ :»'-!■. . ! ■ K.- ^ 



V 



Demnach 






* V \abjJo Vl + im'HV^Hm'^^* V Va*/'"' 



» 






Dahier hat mitn zur Bestimmung yon y das folgende System: 

' , * ■ ■ > ■ 

'• l**' ■ ' ' j . -,'.''■••■.■ 

Da in 1^. des §. 10. o; geht von bis cx>, so ^eht z von bis od 
für z=0 ist Vorausgesetzt ^=0, ftir z=qo ist y=\ ("a)-^5 
daher , 

t/o Voa + 2«6a2a + 6%* > V«"/ ' 

wenn a, b, a positiv und a> 1. ilf ist der Modularquadfanf de 

Systems, dessen Modulus .= VI -^m'^, m'==« — V «^ — 1. Di 
üDrige Behandlung is^ die gleidie, tvie in I. 

DL Es ist A positiv = a^, C positiv =b^, B negativ = — 2a4 
* ^unda>4. Hier sind iswei Falle zu unterscheiden :'' .'^ 



ra, 1. -za<l. 



y 



1./»« fe 

öl 4/, 26« '^ 6« .■ 



5« 26a 

Id«iatifi?^r|:,rnamnU f. 10. t^ so hat man -^2i*=»i?^^-— z^=:ni*:h 



I * 

* / 

/ . 



iA& 






■^ « - . .' ■■ » >'ilijl,: '. r v-t V ■■' '■. - i ■'■ ■{•>'> :■■. n!*!.. 



DemtiBfch ) '^ . . ,. ^ 

m==a— Va* — 1. i . 

Da X geht von bish 1, so> geht % von (Tvbiä \ ^y V ^^" ^ ^^^ 

III. 2. ^z''> 1. IVlan ideatiasira mit V0. jd*9 §4 IP- ..4» j»t«(l|i 




■ji,'»i 



woraus *■ ^^v •, - -.^ 



^ 



Für VII. ctes$»lO. geht 4r von 1-bfso^» a^p « von \ (^) bia oc. 
I^emnach, wenn ^x 



1 '■ ■ • t 



SO ist • i« 1 v." V 



'y .. > 11 * 



.-(:;::>fV(ä)- 

. . ,miM-^v) cnü T Va/ ^ 



iiicsff— V^«*— I. 






« 
4 
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\ - . 

Für z=op i»\v^]U, also: . | 



\ ' t \ ■• 



r 8^ W ^^^^^'^^^ l JT 

worin M der Modularquadrant ziinT Modulus a — V^o^— 1 Ist 

IV. Es ist A fosiüir k=a^J C negativ =6«, Bz=:2aba, m 
a ganz beliebig ist. , ' 

Man kann setzen v^ 






y 



•Ver^llclien Mit Vlll. ^es %. 10., wo 



m'v=z 



. giebt 



ps das 

'1. yp^^wm^^^' 






woraus 



1+ .^-^ 1— 



Also: 



» = 



Also 



4/ r^!L'\ f 8^ 



cn 



1 + T74=5 1- ' 



W: 



V^+I ,_./ V«Hl 



V -^, »'=v 
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. Für VIII. des §. 10. geht x von bi« 1 , also geht hier x 

V. Es sei A negativ = — a*, C positiv =6*, Ä=2a6a, woiio 
a beliebig. 



'f^ 



Aus IX. des §. 10. folgt 

da: 



mv=z 




Identiiizirt man , wie oben , so findet sich a: = 1/ f — > J . t, 






a 



.=W ilvgi. ,_, 



y= 



■s 



Abo 



nr f \am'/ 



CO 

D$i j* geht von 1 bis x » 00 gebt z von V ( g— J bi« x ; jy 

VL Es sei ^ negativ =--a^ C negativ =-1^, B potfHiv 
^2a6a^ worin a>l sein ntiss. 



5= 



•/v 



Aw X. des $. la folgt 
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.\ 






dw 



.+(^-i)Ha 



V 



Identifizirt man- und verfährt Wie •■ früher, so erhält man leicbfdas 
Mgeode System: ^ \-,^ 



y 



'V e)-^. 



■ : « i- 



m' 



=a-V««-l. . 



Da ;r gebt.von i»^ bie 1, so geht z Ton Kl -r- bis V H?* 

y ist Null färi = l/ ^ und gleich l/ (^V^ ^ z=\ ^• 

AusseYhalb dieser Gränzen kann z nicht treten > wenn die Wiirzel- 

früsse reell bleiben soll. Diese Fälle sind bei der Betrachtung 
es Integrals ' . * " 

f " 



1. 



^^A^B^^^^C^^ 



aufzuzählen;'- sie erschupfen übricfens alle mvgliÄen'FäVe. 

\a einer folgenden Abhandlung wollen .wir einige Integralfoc- 
mein, in denen JVlodularfunktionen vorkommen, behandeln, so'^ 
eine Erweiterung der Resultate des letzten Paragraphen diesei 
Aufsatzes geben. Wir wiederholen hier nQchms^ls, dass es durcb* 
aus nicht unsere Absicht ist ^ Neues aufzustellen, vielmehr wollend 
— und das ist, wenn wir nicht irren, eine Haupttendenz des Archivs- 
zu näherer und leichterer Kenntniss dieses wichtigen Zweiffes der 
Analysis beitragen. Es wurde desshalb unbedenklich Fremdes be- 
nutzt, zumal dasselbe in grossen Werken aufbewahrt ist, dfe 
durchzugeheü nicht Jedi^r Zeit und Lust hat. «] 



\ 



. I 



\ ■••'• ' 



' \. 



\ 



* 


^A 


1 


.'' / 


m" 


\ 



■ 1 ■ < 



■ ■» 



l''-l 



J. ^^ 






■«i9 



V . 



.4. ,r-.: - : »'vji..' 



< f t 




Heller, die fSumiiiiriinjp yerscliiedeiier 

unendliclier Reihen. 



.. ■. >. 



Von dem 

Herrn Dlf. J. Ph. Wolfei*», 

astronomischen Rechner an ddt Königlichen Sternwarte zu Berlin. 



Wir wollen bier die Suminßn verschiedener uqendiicher iReihen 
a bestimmen suchen , welche meisteiitheils^ in ' den Lehrbüchern 
er Differentiale und Inteeralrechliung hergeleitet au werdßn^pffegep. 
'Dseres' Wissens wird dort umgekehrt die Summirung,ifiptit .ge- 
ngt, da dieselbe aber mehrfache Gelegenheit zur Anwendung 
er hohem Anaiysis darbietet ^ so scheint ihre fietrdchtung nicht 
line Nutzen zu i^ein. 

§, t. Wir sucfiien die Summe der unehdlicKen Äeifie"- ' 



it^ 



x^ 



I) 1 +.r+ 1.2 "^1.2.3^*^'' 



dclie wir 9 wie stets in diesem Aufsatze , mit s bezeichnen wol- 
iB. Durch Differentiation erhalten" wir v 

■.■ '.■ , dx'--*''^V.'2^\.'i:9^^-^'' / ■•»•;■■ 

l^o— ==:(^>,und, wenn wie ift4egriren> iog4;Ä;^^,o&r . .^ . 

I) * = e*. . '"="'"' 

ine Gonstante ist nicht hinzuzufügen ,« weil für •2?==0 s^=\ wird. 
etztman^=], so wird 

r - 

, ■ ' . - ,\ ■ . . ■ _ V * 

■'•»■ :. . . t)^ *i% IM t ,., 






e die Basis der h3rperbo)hw4|Leii jl^pgarithmen ist. 



420 

§. 2. Es wird gesucht die Summe der unendlichen Re 

"^ * + 0:3 + 1. 2. 3. 4.5+®**^==*- 
Wi^ erhalten 

V 

di ^ x"^ x^ 

äds^_ , _£' .T* _ 

d^—'^^ 171,3"'' 1.3.3.4.5*"^-*' 

also cf(2( — «23;'=0. 

Haben Wir allgemein die Differentialgleiicbung zweiter Or 

adx^-i^bsdx^ + cdsdx + hdd9=z6l 
deren Integral wir suchen, so setze man 

wo a, ß und m zu bestimmen sind. Da nun 

ds^sp^ßme^^dx und dds^ßm'^e^^dx'^, 

SO erhalten wir, wenn wir diese Werthe in die gegebene Giek 

dubstitüiren :' 

•> ■ , ■ ' ■ 

(a + ba)(ix^'\'ß(b + em + hm^)e^dx^:^0, 

» > - 

und dieser letztern Gleichung geschieht Genüge, wenn man 



a-|-6a=:0 oder a= — t- 



und 



— cdbVT^C^iSX tili' 



o + cm + Äm* = ü oder /«= ^^ ■ = { 



m" 



setzt. Wir erhalten demnach zwei Werthe von m; ferner b 
der Werth von ß unbestimmt, und da eine zweimalige Integn 
nothwendig zwei unbestimmte CoQstanten einfuhren muss ; so 
len wir dieselben durch ß' und ß" bezeichnen, und erhalten s( 
Integral 



-.li: . 



Im vorliegenden Falle ist a=:0, 6:= — 1, c=:iD und A = l> 



a 



g-=0, m';=:l und 1»"= — ^1; wir haben daher 
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Zur Bestimmung d^r ppj^^stunmleii ^onötanten Grössen /?' und P" 
haben wir, für a?=0, ' ' ' ^ 

■ ' ■ ■ ■ . f 

also jS'=i und j3'''= — 4, mithin^ 



■» ^ 



ti) ,= j(ex_e-,) = ^zJ, 



'/ 



§. 3. Wir suchen die Summe der: ubendneheA Reihe 
III) l + -^_^+j-^3— etc.=,. ^ 

• i ;. 7 
Dieselbe stimmt ' offenbar mit der ' Reihe übletein, welche wir in 

ds "v, 

§. 2. für --p gefunden haben, und da nun-naeh II) das dortige 

> ' ' ds ' 

Ä=i(e^ — ß-*), also ;T-=J(e*+ir-*)r; , '^^' 

so erhalten wir sogleich in unserm Falle '^ 

III) ,=i(e*+ß-x)=»l^. 

Zusatz 1. Man hätte den eben gefundenen Werth der Summe - 
auch erhalten, wenn man,, wie in $• 2., zi^eimal diflferentiirt und 
fibrigens dais dortige Verfahren beobachtet; hätte. . 

Zusatz 2. Addiren wir die beiden Werthe von 1 in II) und 
ni), so wird ihre Summe =6^, wie in t). Diess ersieht man auch 
sogleich, wenn man die Formen der Reihen II) und III) mit der 
von I) vergleicht. . \ ■ ^ \ _ 

Zusatz 3. Subtrahirt man die Reihe II) von der III), jui^d 
eben so die Summe der erstem von der .Summe der zweiten ; so 
erhält man 

Auis der Vergleichung von I) und IV). ersieht man also, dass 

^ . ^? . . ~^""'*" + 0""l. 2.3 + 1.2. 3.4^®*^* 



.1 « a?* a;*" ■ 



Zusatz 4. Setzt man in II) und III) a:=I, so eitiält man 



e 



r' 
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;. •■■<{: 



■'m)'r^i,-^±*±xiM^±:- 



1 * _ . 



Ihre Summe wird daher =397I8281;...-,~tiDd wenn man II) von lU) 

subtrahirt^ nach IV): . , 

^ . •'■. . - - 

s . ..... . , 

1 _ 1 + j-2- j-273 + 1^2:3;^- etc. = 0.367^0.... 

I 

$. 4. Wir suchen -die Summe der unendlichen- Reihe 



•■ . \. 



^^ f"" 11^:3+ 1.2. 3.4. S'"^*^^*- 



Wir erhalten 



x^ 



ds a:^ ar* • . • • ^ 

^ = ^~^TT2 +1X3:4 ■" 1.2.?. 4.6-6+®*^' 

, • « . . * « 

also dds^ sdx^^szQ.\ :-'■',: 

Nach §. 2. haben wir hier bzzzl, a=0, c=0 und A— 1, al»J 
wi'=3V^-— 1, w" = — V^— 1> wnd sa 

Für d:=0 wird aber 



cb 



' V=o=p'+p" uod^=i=^' V^-^'.V^. 



also 



ß>,= —L^ und /?"=— * 



2\r=i 



2V^'. 



mithin 



V) * = r-7==? = sma:. 



• ■.!.• 



2V— 1 
§. 5. Gegeben ist die Reihe , 



1 '. 



VI) 1 



'x^ 



+ 



x" 



1.2^1.2.3.4 



— etc. y 



deren Summe s wir suchen sollen. Dieselbe ist offenbar d(V 

' ■ ■ ■ 'Os '■ 
Reihe gleich, welche wir in §. 4. für das dortige -j- gefandei 

haben, und da letzteres =:• 5 — = cosa:; jso erhalten 

wir unmittelbar 



\ , 
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Vi) «=^ ö =cosa:. 



<>. 



Denselben Werth hätten' wir xiDmittelbar nach der Methode des 



§. 4. erhalten können. 

{. 6. Wir sucheq die Suroipe der Reihe 

yii) a:+7r -^^ + -77 etc.=s. 



. ! '. 


: '■> 


r 


ti 


V- 










• 


1 . 


iiff 



Wir erhalten 



also 



■ '. . dot I , i cZa? ' . dx 



• - 1 



7 .:«■-...': 



und so 



/ .- 



l-a:» '■l + a:"^'"l--ar' 



• Viß .=^iog(}iD. ' 



I ■ • : .7 n -. 



Dafür ar=:0 « = und log K^ J=0 wird/ so ist keine .(Jfjn^i 
stante hinzuzufügen. 

Setzen wir •i?=^V> so erhalten ^ir logf' ,^ "J^'Wgf^ fc^fofeoD 
=», umd daher ^ , ' . . 

§. 7. Wir sollen summiren die Reihe 



/ - 



"k r 



-•»#•■■ f !,• ■ •■..".•.:.' ' B ' ft 7 ■.•■'".- 1 > 

:•' •" ■• • •-'.'■ VIII) -ar-^. + l- -'?r etc.' • ;■••:■.••,;■.;•:/ 



• VIII). a;— % + ^ — T^ 
EU wird j^=l — a:^+^*— a:*+etc.=jj-~^» 



. \ . 



P' dx 



■..I- ' 



- I ■ ■ , 

^tid da för ar:=:0 sowohl dit Reibe =(0^ als auch aretgorzzO, 
^o ist keine Constddte hinzuzufügen« und wir bätben dah'er 



, ^ 



' . ''. 



VlII) Ä=arctgar. 

... . ' -^^ '\ .. 

®«tzen wir a)tfel, so wird arbtgiarsr^Jjr, IttSl datier 

li-'- ' "•. 1 -^ } r|r {-r^ Tiefe, 5^ Joil,- ■ .'i* ?»"f- li :ii I 

§.8. Wir können aus def Reibe*id0s $. 6. eben so, wie aus der 
''^ §• 1-9 zwei bilden und dieselben besonders summiren. 



» • J I 1 • 
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Es 061 zuD$cbst zu snehto di^ Suiinpe der R^ibe 



Wir- erhalten 






mithin 

IX) * = 'arctga; + 4Iog(^), 
Solleu wir ferner Sachen 



.11 



X) ^+y + jj etc;^5, 
80 wird 

mithin i ... : , - .. 



=/Ä -(/"l^ = * "'^'«* + i '»8 (Ü?) ^»"^*' 



also 



X) « = 41og^Y^^J— jarctga:. 



Zusatz. Wenn wir einmal X) zu IX^addiren^ hierauf erst 
von letzterer subtrahiren , so ergeben sich sogleich die in VII) i 
YIII) aufgestellten Reihen nebst ihren Werthen wieder. 

§. 9. Es ist zu Summiren die Reihe 



x^ . x^ .. x^ 



Da 



so wird 



XI) 1 + "2 + T + "6 etc. =5. 



ds t - .■■■ - : • , j? 

"ij". ^^ X -j- X -j" X etc. ^^ -t o i 

=fr^ = - i log a - ^^) + Const. . . 



Für a:=0 wird die' Reihe 5=1 und log(l— ia;*)=Ö, mithin 

Const, =Ir • ' 
und so 



s 
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XI) '«=l-ilog(l-a:«). ■• - 

zen wir aiarl, so wird Iog(l— or*) = logO=«— o^ und daher 

l + 4 + J + letc.=r(x. 
§. 10. Wir suchen die Summe der R^ihe 

ar* x^ x^ 
, XII) 1 — g- + -j- — ^ etc.=*. 

wird ^=— a:+a:' — a?*+etc.=== — jq— 5, abo 

r, wie im vorigen Paragraphen, Con8t. = l, also vollständig 

XII) *=l-ilog(l+a:a). 

Logarithmus ist ein hyperbolischer , und da 

i log hyp 2 =0,3465735....; 
rird ßir x'=:\ 

1 — i + J—i etc. =0,6534264..., 

§.11. Es sei zu Summiren die Reihe , 
• ; 

^2 ^8 rmAi 

XIII) a: + "ö + "3 + "T etc.=^. 

■ p ■ r ■ ' 

^=:1 + ar + a:®+ar* + etc, = j-^^ , 

rlrd f= / j-^^ = — log(l— r^) + Const, oder, weil för a:=iO, 
) und log(l — ar)=0: Con«t.=0 und so ' 

XIII) Ä=-log(l-ar). 

Zusatz 1. Setzen wir a?=l, »o wird log(l— -3?) = — oo, und 
ir 

l+i + 5 + 4etc. = OD. 

Zusatz 2. Setzen wir etwa j::=0,01, so wird 

log(l— :r) = log0,99=:l<ighyp99-loghy^l00 

=4,5951198 -4,b051701, 

kill . ' ''ir- 

iöö + 2ÖÖÖS + äSoiiöQ +Iö5öö9ööö**?=f ^****''"*^^' 



* ( 



I 



X J 



I^eil XL 



/ 
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', Zusatz 3. Ffir «;=i. wild log (1—Jt)*: log (J) = —lo 

, und daher , 

•••••■• -'■■■ -^ ij"i'"i= i'"i- \ \ \'\, }"■ ■ ■' 

§. 12. Wir soHendilB iSümine dei" iintendlicnen Reihe 

'Y<2 /yS '»•4 >■ 

XIV) 4:-?j+|— ^etc.=. ,' 

bestimmen. Es vvird . . 

also 

XIV) rf=.log(l+4;). 

i/ I ■ .? I .- . 



Eine Constaute ist oflfenbar mc))t hinzuzufügen., Wir erhalt« 



Eine 

1 - i + 1 - i etc. = log hyp 2=0,6931471. 
§. ]3. Zu summiren ist die Reihe 

, XV) l+l^.+j^^4+l|;|^6 + etc. = ,. 

■ ••'• I . . . . • 

Wir erhielten hieraus durcn Dinerentiation 

rf«; . 1-3 . j 1.3.5 . , ^ 

Fvij^rauf ^ intern wir mit x diyidiren imd dann integrirt^n ; . 

J xdx'-^^'i^ +2.4"^ +2.4.6^ ^^^• 

^ ' ...:.:■• -iV. 

oder 



I — i- = xs. 
J xdx 



Differentiirt man diese Gleichung, so erhält man ~z=ixc 
oder * - ■ V . : . ,0^ V . ,;v 

7 = 1^:^ ««* .'ög « = - 4 rog (i-a;^, 

also 



.:o....^«j4^^a^^^,-^^i^^ 



1 ;• ' 
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ine Constante i&t nicht hinzuzufügen, weil- aus beiden Gleichun- 
m XV) für xz=0 1=1 folgt; 

Seitzen wir x=:\, so erhalten wir 

, ^lj^l-3. 1.3.5 ■. 

§. 14. Wir sollen summiren i 

^^'> r + o*" + 0:5*' + ore:?^'*^«- =*• 



s 

60 



wird sogleich ^=l+2^'H-2f4V42iö^*«*^ =IÄp!p^'^^^' 



/da: . ^ 

^^, -^ = aresm x + Const, 
VI— o-* ■ 

ler, weil föra:=0 auch 5=0 und aresin ^=0: 

XVI) «= aresin o;. 

Qr a:=l wird arcs(in:r=in;, also 

!_,_,,. t I 1-3 ^ 1.3.5 , , 

4«- X + 2. 3 "^^ 2. 4. 5 + 2. 4.6.7®^''- 

$..15. Sollen wir summiren die Reibe 



/ • 



' können wir, durch Vergleich ung dieser Reihe mit XV), aus 
eser unsere jeM vorliegende herleiten, indem wir — x^ statt 
^ substituiren ; wir erltalten daher durch dieselbe Substitution 
ch sogleich die gesuchte Soxiime, nftmlkb 

Ir ar=l erhalten wir 



.1=' . Ji 



>. '> i I 



§. 16. Wir suchen die Sun^me der Rei^e - 

* ' ■■ \ ■• i .: ■ i 

Yvif l^ £ Ll^ I ^-^^^ 1.3. bx ^ _ 

AVill) 1-^2.3 "^2.4.5 "^2. 4. 6.7®*^*^^':'»'» •''^^^" 



M* 



l 
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*=y ^^:^-log(a;+ Vl+F«) +Con8t. 

Fflr ;r=0 wird «=:0, also Const. =:0 „ und so' 

XVIII) »=log(ar + VTT^). 
Setzt man a: = l, so wird 

Poi nun |ogbr(l + V^2) =0,3827737, so wird 

ioghyp(l + V2) = 2,30258509X0,3827757 
und so 

1 - 2.3 + 2±5 - 0±7 **'• - 0'881»736. 



I • - I 



xs 



§. 17. -Wir suchen die Summe der iitiendiichen Reihe 

XIX) iTä+o+o+o«'^^': 

Multipliciren wir dieselbe mit ;r and, dilferfhtiireD hierauf, so 
halten wir 

== - /rfo: log (1 -- a:) = — ir log (1 - a:) -Jr j~- 

/l— a:— 1 

~— 4rlog(l— jf)+j:+log(l^ar)' '' - ^ 
= (1 — a;)log(l — x) + ar + Const. 

Für ar=0 wird «=0 und der gefundene Ausdruck =0, d« 
Const. =^ und so 

Für «=1 wird 

1 . 1 . 1 . l i : 

1.2+0 + + 43+***==*' 

indem allgpmeiri 

(l-a;)log(l -a;) .1 ... a^ x^ afl' ^ ^ 

■ ^ - = (--l)(-d;— j- -j—- jetc.) 
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I 



=0(— l-g— ^^-jetc.) = 0. 



■■ • 



X 3r^ . x^ x* 



§. 18. Sollen wir die Reihe 

' ' ■ • > ■ ■ .' * 

srnnmireD ^ so erhalten wir, wie i» vorigen Par^rapbeii: 

^'^ = log(l+^)., • (XIV) 

Jri =ä/ log (1 + o:) rfo: ==a: log (1+ a:) —/ j:^- , 
oder ähnlich wie dort 

XX) ,=ü±£)»28(Lt£)_,. 

X 

- ■ ■ -•.:■'•,- . ■ ■ . . ; 

Fur^=l ergibt sieh * '^ , "^ 

§. 19. Wir brechen für jetzt die Summirung der irnendlichen 
Reihen ab, bemerken aber zum Schluss, dass die einzelnen hier 
ifgestellten Reihen, deren Summen wir aufgesucht haben, nur 
{toecielle' Fälle derjenigen sind, deren Summe auf die Integration 
emer bestimmten Function oder Gleichung zurückzuführen Euler 
in den Abhandlungen der Petersburger Akademie g^elehrt hat. 
Die Integrale, welche dort aufgestellt werden, lassen sicK^alfge- 
mein nicht ausführen, und daher verfiel ich auf den Gedanken, in 
dem'vorstehendeqr Aufeatze eine Anzahl specleller Reihen aufzu- 
stellen und zu süriimiren. Um aber auch hier eine Andeutung des 
Verfahrens zu geben, welches Euler dort aufstellt, wollen wir 
die allgemeine Reihe betrachten: 



.2 



X, X* X^. ^ 

• .. ., : ••" * \ . . : ' ' '- 

deren GelKetzi Mar vor Aiteen Ijegt-mpd welche zunächst endlich 
Seit) mag. Man soli.ihrQ Stimme ^ bestimmen. 'MHlfi^li>ekt man 
dieselbe mit pa^ und . differentiirt das Product, wobei nur x als 
veränderüc:^ angeäehefi wird ,/so erBblten wi;r 

. d.(px9!i) J^ p(td+i)x^ \ p(&+'i)x^ ^ p(ß+nys^^^ 
^ dx "'(a+6)(c+6) "*" (aa+6)(2c+6)+-^ {na-^b) (nc+e)* 

Uiftfidieitioeh ;^uiÄ^e^iiiifitett Grössen p und o zweckmässig 
*ii besitimmePi setzen wilryusd.. zwar unabhängig von dem Wbrlhe 

von n: • ' . v . -•. 



_ 6 6 j 

p((d+n)=na-l-0, also, p^a und ö = — = -^» 



und erhalten so 



*+i ' ^—i 



Diese Gleichung multipliciren wir auf's neue mit macf* und dife- 
rentiiren das ProdoLct» abdaiin erhalten wir 

b 

^^ «^- -55—=^ We "+ 2^+^ ^' 

6 , 

' nc+e 

Um m und ft zweckmässig zu bestimmen, setzen wir, vm 
zwar unabhängig von dem Werthe von n, .,\ 

w»(~+«+M' — l) = «c + e, also wi=?c und i*:;^! — +-, 



und erhalten so 

^^ d^^ 

Integrirt man nun zweimal , so erhalt man 



=.J+i+^ +....>"-*= J(^^ 



= — l I x^ "^ dx I x^ i-Y^— jdä: * 



h e 



acx^ 
oder, wenn man partiell nach der Weise fydx=^yx — fxdy integrirt, 



( , 



* « /»« ^1 _:;■ '^b'''\",M 'Jl' 



O) Ä =1 — — — ■ ■ ■ * ft * ' ' " 

Ist "n=:QO und wird^ damit die llerhd li^tlChHHmdig cpnvet^l 
.ir<l vorausgesetzt, so wird ^"=0 und *o' dl«' 8um»Mft dfcfi äl 
unendlich vorausgesetzten, Reihe 



,^tzt mau in 1) jund?) a = h 6=;Q, .cs=J,^=:l; so eifMHjpap 

a? ar^ a;3 :r* • . - 

'^O + O + JTl + O ^- '"^ infinitum 

wie in $. 17. 



Wie ^an^ verfahren hat, wenn die einzelnen Potenzen von 
o; in der vorlrasgeseizten Reibe bestinimte» gesetzmässig fort- 

febende Nenner haben, efr^^ieht. man aus dfini eben aufgetiihrten 
'alle. Wir wollen nun ' noch kurz andeuleAv wie man zu ver&h- 
^en hat, wenn ' die einzelnen Potenzen Factoren haben, welche 
nach einem büiithiimten G^ettib föftgetfefi.' Sucht i^ä^dii^S^iAi 
der Reihe .. ' .i 

l) s= (a+ö)(c+€)a;«+(2a+6)(2c+«):r«+i»....(wfl+6)(?ic+e)a;«+(«-i)^, 

eo muitiplicire man dieselbe mit^.^5<^^ und- erhält^ 

2) px^sdx = /? (a f 6) (c 4- 6)a:«+® dx ^ 

+ p (2o+6)(2c + e)a:«+/5+®..../>(wa+6)(«c + e)^+(«-i)i^+®. 

Zur Bestimmung von p und^.Q setze^an, unabhängig von n, 

a +<« — l)p+ o =p(cn + 6) — 1) , 

»=:- und o= ^ ; 



c c 



und wenn man> disde: Wertii« 8UbiJti(tirt, .(lemüf ibir integrirt, so. 






erhalt ma^,.^;..^-- ... .,..,.,..'; v^ .:.;■... :u;l^ •:>!» 

ße-\-ßc — cc— c 

I 



/j •> po-{-ßc'-^c-'<i ... 

wo wir deriiK^Kift lintgenfS.'äuf ddißiv.r.eiAten\iS^iier:li^ stehen 
lassen. Aluitiplicirt man diese Gleichung wieder mit 



.'■».. 



» ■ ., r.i ..-.■(. -J-'. mcoi^dx^. . ■; ;l .-...'In:-.. '. ' 'Im;-.: 
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also ' 

ß /36— aa + /3a— Sa— 2a ßbc — ac — ßae , 

m^z—9 it= = — 9 

a ^ , a ac 



..■.->^ 



so erhält man, nach Substitotion dieser Werthe und ' aiisgefflbter 
Integration , 



4) 2_ / xf^dx I x^sdx 



Ist n=:OD und ^<^1^ also die Reihe unendlich, so wird 
und so 

Webn man diese Glelcbuiig nun zweimal differentiirt, wird pi 
aus ihr f erhalten. - . 



Termiisclite kleinere f^eometrische 

Bemerkunf^eii. 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

Professor der Mathematik zu Tarnow io Galiaien'. 



I. Reihe zur Berechnung des Flacheninhaltes eines Kreis- 
abschnittes aus seiner Sehne '«nd Sagitte»- 

Der Feldmesser sieht sich bei der Berechnung der Flächet'. 
Inhalte krummlinig begrenzter Grundstücke öfters in der ^ Lage, 
Bogen ihres Umfanges nahe für Kreisbogen ansehen zu dfirfen; 
wonach er dann für die, von den angehorigen Sehnen abgescbott* 
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teneo Kreisabschnitte aus ihrer leicht, aussamessenden Sehne und 
Sagitte, als aus Grundlinie und Hohe, die Flächeninhalte berech- 
nen kann. Zu diesem Zweck lässt sich eine oft rasch conver- 
gente Reihe aufstellen, die ich in einem Lehrrbrtrage über 
praktische Geometrie durch weitwendige Integralrechnung abgelei- 
tet finde, wofür ich die folgende -kürzere Herleitung setzea mochte. 

Sei (Taf. VIU. Fig. 5.) in dem Kreisabschnitte ABCA die halbe 
Sehne =A:, die Sagitte oder der Pfeil DC!=p, Für den zunächst 
zu suchenden Halbmesser OA=±OC=t gibt das Dreieck ADO 
die Gleichung r* = (r— p)* + A:*, und daher den Halbmesser 

Setzen wir zur Hilfe der Winkel AOC=^ q), so ist im recht- 
HTinklichen Dreiecke ACD der Winkel CAD=\(p^ daher 

tangi9=|. 
Nun ist 

Kreisabschn. ^^6!^=Kreisaussch. O^^C^O — Dreieck ABO, 

dazu 
f Ö^Ci?0=i0^.arcJCÄ=ir./^=ra|„ 

*renn F den Gehren, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, dessen 
^estimdiender Kreisbogen seinem Halbmesser gleicht. 

Die vonge Gleichung gibt aber iyi=angtangv« daher ist 

O^ CäO = 2r2 . angtang I . 

^aher sein FIficheninhalt =iAB.DOz=:ikl- ph 

Hieraus folgt, des Kreisabschnittes ABCA Flächenhihalt : 

und man sieht sich dadurch aufgefordert, zur Abkürzung das Ver- 
hältnisl» V'ennfaeb «lureh t am bezeichnen, wfNiach mao'etrbält 



!" ;i ■• ■• ■■' . f , 



SeM inab>nochfiir einen Augenblick 



f ■ 



\Ä + v*"«^"? ^Ti=^> 
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(l-^fi)&ngteLagt + t=B, 



■» .: 



uud hierip aDgtaiig^=±if--'ß/'+a^ — ^if^ + g^'M.., so wimI 

■ •' . ■ . 

-"^^'^1.3 3.6^5.7* •^' 



daher 



^ 



und endlich 

/=<«•) Ü (!) + ils (0' - j^M * r^,(f )'■ ] 

Für die Rechnung wird man diese Reihe bequemer so gestalten: 

I II m IV V 

Die Reihe wird rasch convergiren , wenn des KreieaJbsckbittfii 
Grundlinie k in Vergleich gegen seine Höhe p hinreichend groii ''' 
ist, was in dorn erwähnten Falle der Anwendung immer statt midet 

^ ■_ i( 

... ^ 

U. lieber die Mög^lichkeit , einer PyrAmideasiunipfe of 

Prisma ein- oder umzuschreiben. 



li 



9 ■ ' . 

Um den Ausdruck d^s Kkrperinhdlto^- eitler Pyramide absf- 
It^iten oder die Gleichheit zweier Pyramiden von gleichen Gnm''j 
ebenen und Höhen nachzuweisen/ mui&s man selbe darcb.£kcBtfj 
parallel zur Grundebene in Pyramidenstumpfi^ (abffekiirzte Py^F 
midcn) zerschneiden, und jea^ip derselben , em Prisma «oiriHI 
ein- als umschreiben. Dass letzteres niebi immer thunlick|^ 
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halb derselben, und der Richtpunkt Q liegt (Taf. VIII. Fig.7.)ifl 
einer Gnindseite FG, au deren einem Eckpunkte F nothwewfig 
ein eingehender Winkel sich beflndet, dessen Inneres so wie 
bei F* in der Zeichnung (Taf. VIII. Fig. 7.) durch Schraifirnpg an- 
gedeutet sein möge. Wird nun die prismatische SeitenuDte 
^f\\ QO geführt, so muss (wenigstens im Allgemeinen) derPookt 
/" ins Innere der oberen Grundebene fallen. 

3. Befi|idet sich der Strahl OA zum Theil ansier 
der Grundebene, so liegt (in Taf. VIII. Fig. 6.) der PanktV 
wenigstens im Allgemeinen auch ausserhalb derselben, md 
dieser 8trahl schneidet (Taf. VIII. Fig. 8.) eine Gruodseite FG, 
an. deren einem Eckpunkte F nothwendig ein eingehender 
Winkel sich befindet. Zieht man die prismatische Seite Ff\\ QO, 
so muss wenigstens iiir gewöhnlich der Punkt /ins Innere Ata 
oberen Grundebene zu liegen kommen. 

'Aus beiden letzteren Untersuchungen erhellet demnach, da», 
sobald auch nur ein einziger Strahl aus einem angenommenen 
Richtpunkte an irgend einen Eckpunkt der Grundebene gam oddr 
zum Theil ausser dieselbe fallt, weder das über der oberen Gread- 
ebene des Pyramidenstumpfes errichtete Prisma ganz in ihn, Bodi 
das über seiner unteren aufgestellte Prisma ganz, ausser ihn fidh 
folglich auch nicht mit Sicherheit angegeben werden könne, daH 
das erstere Prisma kleiner und das letztere gross' er als dtr 
Pyramidenstumpf sei ; und gerade auf diese Sicherheit koBflit 
hier Alles an. 

II. Was nun die G-estalt der Grundebene anbelangt, bei 
welcher geeignete Richtpunkte muglich sind, oder bei der das 
Ein- und Umschreiben von Prismcu in und um die Pyramiden- 
stumpfe ausführbar ist; so hängt selbe — wie aus dem Vorigen 
einleuchtet — von der Menge, Lage und Grösse ihrer eingehen« 
den Winkel ab. 

1. Hat insbesondere die Grundebene gar keinen eingehen- 
den, also lauter ausgehende Winkel, wie vornehmlich das Drd* 
eck , so liegt in der Oeflfnung jedes Umfangswinkels eines solche 
Vieleckes aas ganze Vieleck' selbst ; mithin ist jeder innere und 
Umfan&:spunkt dieses Vieleckes zu ^inem Richtpunkte taaglichi 
nemlich so gelegen, dass. keiner der aus ihm an die Vieleck» 
spitzen fiibrenden Strahlen den Umfang des Vieleckes überschreitet 

2. Kommt in der Grundebene ein einziger eingehender 
Winkel vor und verlängert man die ihn bildenden Seiten in das 
Innere des Vieleckes, bis sie abermals dessen Umfang treffea; 
so machen diese Verlängerungen einen hohlen Winkel, in welches 
ein Vieleck von lauter ausgebenden Winkeln liegt, dessen jeder 
innere und Umfangspunkt zu einem Richtpunkte sich eignet 

3. Kommen in der Grundebene mehrere eingehende Win- 
kel vor, so wird man die eingehenden Seiten jedes solchen Win- 
kels in das Innere des Vieleckes und bis zu dessen Umfang ver 
längern. Findet man dann ein — wenn auch noch so kleioea-* 
Vieleck, das in dem hohlen W^inkel jedes Paares von Verläöge- 
rungen der Schenkel eines eingehenden Winkel zugleich liccC, 
so ist jeder innere und Umfangspunkt desselben sn einem RicDt' 
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paokte i^ignet. Gibt es aber kein solches Vieleck « so gibt es 
audi keinen, tauglichen Richtpunkt, oder jenes Ein- und Umschrei- 
ben von Prismen ist bei einer so gestalteten Griindebene der Pyra- 
mide unausführbar. 

in. Eine Grundebene ohne einen geeigneten Rieht" 
pankt iässt sich durch Diagonalen aus den »Scheiteln der ein- 
gehenden Winkel oder durch andere Geraden leicht in Vielecke 
tertheilen, deren jedes einzeln einen tauglichen Richtpunkt hat; 
miibesondere in Vielecke mit lauter ausgehenden Winkeln, vor- 
nehmlich durchaus in Dreiecke. Dann werden die durch diese 
Tbeilungslinien und durch die Spitze der Pyramide gelegten Ebe- 
neii die Pyramide sowohl, als auch jeden Stumpf derselben in 
lauter solche zerschneiden, dass ihnen einzeln , zu eigenthümlichen 
Richtlinien parallel, Prismen ein- und umgeschrieben werden kön- 
nen; und man erhält dann anstatt eines einzigen ein- oder um- 
geschriebeuen Prisraa's ein System (oder einen Complex) ein- 
oder umgeschriebener Prismen, von denen das eingeschriebene 
aiieammengefasst gewiss kleiner, das umgescliriebene System 
aber gewiss grösser als der betreffend^ Pyramidenstumpf ist. 
Dtrch solchen Vorgang wird sofort der allseitige Bestand der 
Eingangs ern'ähnten Lehren vollständig gerechtfeniget werden. 

Zum Schlüsse möge noch bemerkt werden, dass in jenen 
Lehrbflchern der Stereometrie, deren Zweck eine solche umstünd- 
üeiie Erörterung des in Rede stehenden Gegenstandes verwehrt, 
wenigstens die so eben ancefOhrte vorläufige Zertheilung der 
C^Ddebene und der Pyramide vorgenommen werden sollte, auf 
dass der AUeemeingiltigkeit der aufzustellenden Lehrsätze kein 
Eintrag geschehe. 



^ III. lieber die Berechnung der Nantelfläclie jeglichen 

Gründers. 

Bemerkung zu dem Aufsatze 
im 10. Bde., 2. H., Nr. XXI., S. 222. des Archivs. 

Es dfirfte wohl manchem Geometer gleich mir befremdlich vor- 
kommen, warum man in allen Lehrbüchern der Stereometrie zwar 
die Berechnung der Mantel- oder Umfläche des schiefen Prisma 
nach folgendem Satze lehrt: 

!. ,, Die Mantelfläche eines schiefen (eigentlich eines jeden) 
'Prisma ist gleich dem Producte aus der Seiteukante in den Um- 
ftag des (auf dieser Kante sepkrechten) Querschnittes;*' 

und gleichwohl diese Berechnungsweise nicht auch auf den 
Cylinder überti'ägt, und sohin (wie ich dies ulljährlich zu thun 
pflege) den Lehrsatz aufstellt : > 

„Die Mantelfläche jedes (senkrechten oder schiefen) Cy- 
linders *— mag seine Grundebene von einer krummen oder ge« 
naschten Linie begrenzt sein -— gleicht dem Producte aus 
«einer Seite (oder Axe) in den Umfang des (auf der Seite 
«der Axe senkrechten) Querschnittes.'^ 
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1. die prismatischen (insbesoodere parallelepipedischeu), 
aus lauter Streifen (von Paralleleirpaaren, -den Seiten zweiseitig 
besrenzt) zusammengesetzt,^ also gleich diese^ ins Dnendliiche aus- 
gedebnt^ theils offen, thcils geschlossen ^ wie z. ß. die ins Un- 
endücbe enveiterte Ümfläche eines Prisma; 2. die pyramidi- 
sehen, aus lauter Scheitel - Winkelblättern zusammengestellt, 
beiderseits ins Unendliche ausgedehnt, ebenfalls entireder offen 
oder geschlossen; 3. die polyedrischen (eckigen). Von den 
krummen Flächen betrachte ich: 1. die Kngelflächen, 2. die 
Cyiindefflächen, 3. die Kegelflächen, 4. die Umdreh- 
nngsfiächen, 5. die s. g. Flächen zweiter Ordnung, vor- 
nUimKch das dreiaxise tlllipsoid. 

• In einer solchen Lehre ersieht man leicht die Giltlgkeit der 
folgenden Erweiterung obigen Lehrsatzes: 

, Sind auf was immer für einer prismatischen piäche 
-■ \t ■ cylindrischen 

sw ei (gleichviel ob ebene oder unebene) jedenfalls krumme 
gebrochene oder krumme Linien zu einander parallel 
ifr<b«öeen, so ist der Flächeninhalt der von ihnen und 
aen beiden Schlussseiten eingegrenzten Figur gleich 
dem Producte aus der Seite in die Län,u:e des (darauf 
jBenkrecbten) Querschnittes der Figur, welcher hier natürlich 
nar eine Durchschnittslinie « nicht aber eine geschlossene Durch- 
schnittsfigur ist. ^ . 




Einfacheres Verfahren, die Reihen der 
Cosinus und ISinns der auf einander fol- 
Sevdeii Vielfachen eines mrinfeels zu 

summirem 

^•" ■ " Von dum 

Herrn Schulrath J. H. T. Müller, 

IHfcctcMc des Realgyinnaaiuma zu Wiesbaden. 



Die beiden Reihen 

M=l + cos9 + cos2g) + cos3g)-f ..•. +cos?i9, 
v = sin 974- sin2q> -{- s\n3g> -f ....-f-sin.»^ {•; 

) 
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werden bekanntlich jede einzeln dadurch sommirt, dass raai 
die Gleichungen mit 2 cos 9 niultiplicirt, um dieProducte von den 
beiden Formen: 

2cos^cosft, 2sinAcosft 

beziehungsweise in die zwei Suromen 

cos (l+ft) + cos (i — |x) , sin (iL + f*) + 8in(i — ft) 

verwandeln zu können und so jedesmal zwei nur in ihren Anfangs* 
und Endgliedern von einander verschiedene Reihen zu erhalteflb 
die sich dann, nach Einfiihrung von u und r, dadurch vereinlacheo 
lassen, dass man l — cos 97 un^ sin 9 durch Functionen der halben 
Winkel ausdrückt und die Aggregate von der Form sinl^sin^de. 
in Producte verwandelt. 

Nach der hier zu zeigenden Methode dagegen erscheint die 
obige Aufgabe als ein besonderer Fall folgender allgemeineren: 

Die Summe der natürlichen Potenzen des reducirten Ausdnicb 

cos^-ftsin^ 
von der nullten an bis zur 72ten, d. i. 

2 {cos <p-{-i sin fp) , 

für 0=0 bis a^n, zu finden. 
Da 

(cos 9 + isin g))ö+ (cos g) + 1 sin g>)^+— .+(cos g)+ 1 sin 9)» 

1 — (cos9-|-ising?)"f ^ 

i — cos 9 — isintp 

und die Potenzirung eines reducirten Ausdrucks sich in eine Mol- 
tiplication des Winkels mit demi Exponenten ver\i'andelt, so hat 
man, wegen 1 — cos 9? = 2 sin J^*-^ und sin9>=2sin99Cos'l9>, 

a 1 — cos(n+l)y— isin(n+l)y 

2.(cosflp-ft8ma>) = ^ ^-^ 7-. 

^ ^ ^^ 1 — cosqp — tsinqp 

^ 2sinKn+l)y?— ^isinKw-fl)ycAsi(ft+l)y 
2 ein J^)* — 2i sin lq> cos lq> 

sin l(n+\)q> sin \(n + l)y ~i cos i(n-fl)y 

sinjl^ s\ni(p — icos^9 

Mnltiplicirt man jetzt Zähler und Nenner des zweiten Facto» , 
mit sin \fp + i cos lq>, so erhält man nach gehuriger Entwickelong , 
und Vereinfachung im Zähler und nach Beseitigung des Nennen ^ 

I w ■ • • \tt sin4(n+l)9 ■ • - 1 x 

I. i:{co8q>i-tsinq>) = — -^r-j — ^-^(coslng^-f-ismin^)). 

Bs, kt aber anch 
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coS9~Fi^^" 9)^+(co8 g>+tsinq))*+fcosg?+isin9y-*+....+(cos 9+181119)* 
= cos 0+isinO+cos g)^-i8\n (p-i-co82q)-\isin 29+.. .. + cos nq)+is\nn<p, 

olglich 

If. 2^008 9+181 119) =(l+cos9+co829 + .... +co8n9) 

+ * (ßin 9 + sin 29 + . ... + sin 119) , 
olglich 

»■ v/ X . «w • x 8inJ(w+l)9 , , .8in{(w+l)9 . , 

II. 2;(co8a9)+i2:(sin09)== |:- |^cos4w9 + 1- Jl^7 siHug>, 

Da oon die reellen und imaginären Theile fiir sich einander gleich 
»ein müssen, so ist ' ^ « 

w 1 ■ . rt . . 8iu?,(w+l)9 

■ IV. 1 + cos 9 + C08'J9 + .... + cos W9= r— ; --.CO8JW9; 

•« I - o I I • 8ini(n+l)9 . 
8in9+8in29+....+sin;f9= ; — ; — ^— .siniw9. 

sin •^Ql' 

Diese, so viel ich ^vcis», bisher noch nicht angewendete Her- 
Idtongsweise scheint mir nicht bloss kürzer, sondern auch direc- 
tar als die oben angedeutete gewöhnliche zu sein. Vielleicht 
iodet 4n dieser neuen (Jrestal^ die Summirung^ jener so wichtigen 
Reihen Eingang in die Elemente der Goniometrie. 



BrSrternngr einer üpielerel durch die 
^ lirahrscheiiiliehfeeUsrechiiniigr. 

Von dem 

Herrn Doctor E. W. Grebe, 

Gjrmnasiallehrer zu Cassel. 



» Es bt eine nicht ungewöhnliche, auch als Orakel bemitzte 
^vMereiy dass man einige Grashalme oder ähnliche Gegenstände, 
«vir mit a6, cd, ef u. s. w. bezeichnen wollen, in der Mitte 
■sbiegty ferner nachdem dieselben so verdeckt sind, dass man 
^M Lanf derselben nicht verfolgen kann , die freien Enden a, 6» 
9 i^ e, f u, a, w. zu zweien verknüpft ,- und endlich nachsiebt, 

Tbeil XT. ^ 
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ob durch diese Operation eine geschlossene Kette, ein 
entstanden ist. Es bedarf wohl kaum einer Erinnerung, d 
Sache ganz dieselbe bleibt, wenn man die Grashalme in 
ter Anzahl nimmt, und dieselben dann auf beiden Seiten ve) 
Die Wahrscheinlichkeit der Entstehung eines Kranzes bei 
Spielerei kann durch eine so einfache Formel aasgedruckt ' 
dass dieser Umstand es entschuldigen wird, wenn wir die 
hier kurz erHrtctn. 

Nehmen wir nur einen Halm, so entsteht jedenfalls ein 
da nur die eine Verknüpfung a^^möglich ist; die Wahrscfa 

keit ist =.|> Bei zwei Malmen liefern die Verknüpfungen 

umb. aijL, bc einen Kranz, während die Verknüpfung ab, cd 

' ' ' 2 1.2 

gibt; die Wahrscheinlichkeit des Kranzes ist =ö = |^. ] 

Halmen belehrt uns eine Aufzählung der hier muglichen fi 
Verknüpfungen bald, dass acht derselben einen Kranz 

dass also die Wahrscheinlichkeit eines solchen =3 v^ = s^ 
Wir werden hierdurch zu der Vermuthung geleitet, dass bei 

men die Wahrscheinlichkeit des Kranzes = t-tW^tö öT" 

aein werde,, und die allgemeine Betrachtung bestätigt diei 
mufbui^ vollkommeD. 

Wir Wenden uns zuerst zii dem Nenner des hingestellt 
drucks, und beweisen, dass die Zahl aller möglichen Verknü 
weisen zu Paaren bei 2ji Elementen =:1.3.5.7....(2w-— 3).( 
sei. Denken wir uns diese verschiedenen möglichen Verknü 
weisen siimmtlich hingeschrieben, und zwar m alphabetiscl 
Ordnung, so ist klar, dass dieselben alle mit dem Elen 
beginnen und auf natürliche Weise in (27t — 1) Gruppen zc 
je nachdem das Element, welches mit a das erste Paar 
ein anderes ist. Diese ('In — 1) Gruppen enthalten alle gleit 
Verknüpfungsweisen , nämlich so viele als für die aussc 
ersten Paar noch übrigen (2ii — 2) Elemente möglich sine 
Zahl v<ui Verknüpfungsweisen der 2n Elemente ist ab 
'0tk**^ l^fech«" der Zahl der Verknüpfnngsweiseu von (2ii— 
menten^die^ie:. aber 'aus ähnlichen Gründen das (2» — 3)1^ 
Zahl der V^erkhüpfungen von (2w — 4) Elementen; und so c 
sich durch wiederholtes Scbliessen die Factoren des zu be> 
den Products, wenn auch in umgekehrter Ordnung. 

Dass ferner der obige Zähler 1.2.4.G....(2w — 4)(2fi— 
Zahl der dem Kranze günstigen Verknüpfongsweisen richti 
stelle, beweisen wir auf folgende x4irt. Es war vorhin die 
von (2ii — 1) Gruppen. Die erste dieser Gruppen hat in 
ihmit'^VwkndpfuDgs weisen ab zum ersten EiemeDtenpaar 
4i|lttita.<ißy die dritte ad u. s.w. Die erste mit dem Elem 

Sf.ßkhwojkenite Gruppe vermag keinen Kranz zu liefern 
Ufii^ yerfoüpfu^g ai der erste Halm in sich al^eschl 
"i|jihiA''!^o4'd«r Verblödung der übrigen Hakue ausgeschl 
dJilfeifArigeii'(%p-r2) Gruppen aber liefern, unter ein 



/ 
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»rglichen, hiimer eine gleich grosse Anzahl von Kränzen, weil 

e Beziehung des Elementes a zu jedem ausser b vorhandenen 

idern Elemente offenbar eine ganz gleichartige ist. Wir dürfen 

iher nur die Zahl von Kränzen in irgend einer dieser Gruppen 

isdrjlcken und diese Zahl mit (^In — 2) multipliciren. Wählen wir 

e Gruppe, in welclier das erste Elementenpaar durchweg ac 

ntet, "und in welbher mithin das zweite Elementenpa^r durch- 

eg mit b beginnt, so ergibt sich, dass diese Gruppe ebensoviele 

rfinze liefern muss, als wenn das erste Elementenpaar ac gar 

cht vorhanden wäre, das zweite aber statt mit b vielmehr mit c 

3gänne. Indem nämlich e mit <i verknüpft ist und a mit b zu- 

immenhängt, ist cab nur als eine Verlängerung von c zu be-' 

ftielflto. Jede der vorhandenen (2n — 2) Gruppier Hpftnrt abo so 

ele KräDsCy als (ra — 1) Halme für sich zu liefern^., vermögen. 

itti ftfinlichen Gründen liefern aber diese nieder' (2if-^'4)mar so 

ieh Ki^Dcey als (n— 2) Halme liefern würde«. SdilleiMtnian so 

eiter^ so erhält man den zu beweisenden Zähler auf dieselbe 

rt, wie früher den Neimer. 

- 1.2.4.6.8.... 
- . Bei Benutzung des Wahrscheinlichkeitsquotienteh | ■ «^'..'^' "" 

at sich hiernach die Zahl der aus Zähler und Nenner anzuwen- 
endeo ersten Factoren genau nach der ZalU der Halm^ zu rich- 
m» ' Die Unregelmässigkeit, dass im Zähler 1 als der Zugführer 
ec- geraden Zahlen erscheint, entspricht genau der Unregelmäs*- 
^eit id der Sache, dass bei einem Halm die Verknüpfung ab 
iDeo.Krvkz liefert, bei jeder andern Zahl von Halmen aber nicht. 
4e Wahrscheinlichkeit des Kranzes wird» wenn die Zahl der 
Mrae wächst 9 fortwährend geringer » verschwindet aber erst im 
IneBdlichen. Wir rathen daher den schönen Leserinnen dieses 
krchivs» welche sich upseres Orakels bedienen wollen, die Zahl 
er anzuwendenden Halme jedesmal mit ihren Lebenerjahren in 
lebereiDstimmung zu bringen. 

Zam Schluss mag der obige Quotient noch mit der bekann- 
en Formel 

V 7c 2.2.4.4.6.6.8.8.... 

2""1.3.3.5.5.7.7.9.... 



iWi 



UNglidheo werden. Nehmen wir an, es seien in dieser letzteren 
"niel 80 viele Factoren benutzt, dass die Gleichung nahe rich- 
isf, und der letzte Factor des Nenners 'sei (2n — 1), so würde 
tie Wahrscheinlichkeit unseres Kranzes bei n Halmen auch näh6- 



mgiweuie durch 



V 2(271—1) 



ausgedrückt werden können, wodurch 



irt xagleich die obige Behauptung, dass unser Wahrscheinlich-' 
t^ttsqnotient bei unzählig vielen Halmen verschwindend klein 
^^irie« rechtfertigt. 



* X. .} 



W^ 



\ 
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Hemerkiin^ za dem Beweise des am 
uro. XX3LIV. in Tlieil IT. S. 330. hj 
sesteliten ^eometrisclien Ijebrsatz 

Von 

Herrn Franz Knopf in Cassel. 



In ^em Beweise des genannten Lehrsatzes ist behauptet, < 
jeder der drei Werthe, welche fiir a; ans der ivleiehung (1) 
vorgehn, die Bedingungen desselben erfiillet. Es wird aber ß 
nur für den W^rth aT=:ü, «nd die beiden Werthe ar'= — {a- 

(a + ö) (a + -Ifß ) .. I j. w j. AI 

und ar'= ^ müssen als die^ Bedingungen desL( 

Satzes nicht erfüllend verworfen werden. 

Substituirt man nämlich in die Gleichungen 

a c(a+b+e)(a+c—b) aff(a-j-ö+c)(a—c+b) 
y^= (ii+iÖ^^ ""^^= (a+6)^ ' 

für c — b den Ausdruck — '{a-\-b), oder für e den Ausdruck - 
so ergiebt sich y^=—^ und p= — . . .^ — , also können i 
C==~a keine zwei Linien ß und y existiren, welche gleich wär( 

Substituirt man ferner für c — b den Ausdruck — ^ r — 

oder für c den Ausdruck — 1 , so ergiebt sich: 






2Ä«) 

und 



, - ^_ fl^ {a^ + 2fl6) [fl6 + (« -h 6) (g + 2^)] . 
r •=— ^— '^ — T — ? — werden y und j3 imaginär. Daher 
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^1, wird und mithio alle Glieder verschwinden, in welchen p. von QmU> 
1^1 Terscbieden ist Es bleibt daher nar übrig 

[^ "21 (2co9iz)f*coai(i2c06n2dz:rxiin f cos(n — nyzdz=^finn. 

•^ •-. . t. • I . ■ :« tri I 

Sdireiben wir den Werth von un hin und mdtipttziren darniif^ 

1 2 3 n 

beiderseits mit * ' "" ■■ y wobei }.2....it kurz mit n bezeichnet 

n 

vi^erden m5ge, so wird 



— / (^ COS i2)^ COS if»z cos itzaz 

^ t/ 



'•'-'• . =ft(^— 1)(^— 2)....(^-i'W-*-l). ■ . •> 



.1 f.. 



I^ioks setzen wir um mehrerer Bequemlichkeit willen z = 2a:^ wo- 
durch dz=:2dx wird, nnd die auf ap bezüglichen Integrationsgrän- 

* 7t 

aiaa in ^^s tmi än^^^ übergehen. Reckts eot^ickein «^i^,(4it^ 
I*akultät nach der Formel 2) und erhalten so -'^'^^ 



4 /*i^ 



cos x)f* cos [la: cos 2ii:f rfo* 



lii !) iiiüf 



=(-i)»[^'^if*+^f*^-^.f^H ... +(-1)» A^*»]. 

iHtf'dutt; bieii^ ir^d ein^n der Koe^^enten/i4^ettVk:4t^^ 
bestimmen, differenzireo Wir beiderseits' tni^i in Bezug ^aükf jikr'ütMl 
nehmen dann fA=0. Setzen wir zur Abkürzung 

3) (2cosar)/*cos|»dr=/'(|Li); 

I^Iko ' - : ■' { : .i'l lull 



4 /^*^ • . • ! ^ ; .. 

^ «/ 

so giebt die Armalige Differenziation dieser Gleichung •noit 

-4 /*i^ 

und folglich für jn-O 



1 1 • •• 



',1^ :T!H ■i\ 



4 Pi"" 

-n I /T*)(0)cos2iwf/.r 
7* t/ 



ri 



= (_})»ftl.2.3....*A=(— l)»l*Ä'^it, 
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oder endlich 

4) Jlfc=(— !)»+*- 1, /*'V*)(0) cos 2wa:dfar. 

Um nun die noch rückständige Diflferenziation aii3zuffihren, «tei- 
len wir /(fi) in die Form 

/i;^)=ic'^C«c<'**)cosfta: 

and setzen zur Abkürzung l (2 cos a:)^=y, also 

/'(ft)=e»ä"cos^ft, 

oder wenn man den Cosinus durch imaginäre Exponenzialgrossen - 
ausdrückt : 

wobei <=:V — 1 ist. Hier giebt nun A;malige Differenziation in Be- 
zug auf fi . 

/•(*) (|ü) = i [(y + xi)^ «(»+'«> + (y - arO* «(»-«>] , 
und daraus folgt fiir fi=0 

/'(*)(0)=U(»+^")*+(y-aiO*J- • 

Man kann diesen Ausdruck bekanntlich in einen anderen nmsetzen, 
der keine imaginäre Zahl enthält, ^nämlich 



(y^ + a;*)i*cos (A: Arctan-) , 



und dann wird 



■. I 



6) Ja==(— 1)»+*-^. y '''(y2 + a:2)i*cos(ÄArctan.-)co82ju?ifa:; : 

i 

aber dieser Ausdruck ist etwas unbehül flieh. . Zu einem elegan- | 
teren Resultate gelangt man dadurch, dass man statt f^^HO) die \ 
Reihe ' I 

substituirt, wodurch 

A= (— 1)"+* - ^ / "" [Ä:oy*— %*-«a:« + ....] cos 2iMPÄr 
JHElialteD wird* Setzt man das Integral 

(— l)»+*-~ rry yP»T9cos2?i»rrta:j 



. t 



« 



N " 



t '• 
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<• 



xsiTh. 



Bestimmiiiiir-der Arbeit, die nSthig Ist, 
um ünft in einem Behälter zii ver- 

düniien. 

Von dem 

Herrn Böctor >J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bärgcr»chule cn SiBcheim bei HeideUi^ifg. 



Man habe ein Geföiss von a Kubikiheter Inhalt, in welchem 
Luft von der Spannung fi(^l) Atmosphären sei, vhd man will 

, nun diese Luft vnrmittelst einer Luftpumpe, die einen S|iefel von 
6 Kubikmeter Inhalt hat, so verdünnen, dass die SpaDfiiiii^ der- 
selben nur noch v Atmosphären betrage. Welches ist der dazu 
nnthige Aufwand von Arbeit? 

Dabei setzen wir voraus, dass die Hahnen der Loftpumpc, 
vermöge der mechanischen Einrichtung des Instrumentes, sieh von 
selbst üffoen und schliesseuj sP. dass dazu nicht der Druck der 
Luft nothwendig ist Die etwa zu diesem Oeffnen und Schliessen 
notbwendise Arbeit vernacMässigen wir. Zugleich wollen wir ber^ 
meHcen, dass wenn es im Folgenden heisst, es, seien in eimem 
Behälter g Kubikmeter Luft enthalten, damit gesagt sein soll, die 
ih dem fraglichen Gefasse enthaltend Ltlfl würde unt^# deid^Driieke 
rott Einer Atmosphäre g Kubikmeter (Kbkmtr) Raum , einneh^p. 

Zu Anfang beßnden sich in dem Behälter auk Kbktntr Laft; 
hebt sich nun &^x Kplben das erste Mal^ so dehnt sich diese 
\4vSX vo.u dem Raum a in den n-yb aus, ihre Spannah^ isi ä}so 

a ■ ' ' ' • 

ifpcfi. ;- , > /i Atiu. . «Senkt sich also der. Kolben, so gehen fort 

-j-rft Kbmtr Luft, bleiben folglich: 

afiH — 37ifi = ' I /l I"' Kbmtr von der Spannung j y. ft Atm. 

Jlechnet man so weiter, so «rgilSt'sich , dass wenn der Kolben 
. sich ttmal gehoben und gesenkt hat, noch vorhanden sind: 

ffh-^l / ff \ 

' ?5 + 6l*'* Kbkmtr von der Spannung ("j."^)"!^ Atm. 






■ / 



4^1 

* . 4 

T 

SqH aitiodie Spaonung p durch nKolbenstuMe erreicht sem, no 

• ■ . * ' I . I • ; t • • • 

(~)\=:V ,. (1) 

Bein, u'odurch ?i bt^stinimt wird. 

* ■ - 

Wenden wir uns nun zur Bestimmung der nothigen ArbeiK 

Zu Anfang des nfen K<)lbenhubs war dib SpaniiifQg dei^ Luft 

(a \n-i " . ° .: 

— prl fi Atra. ; ist nun der Kolben bis zur Höhe x aufgestier 

gen^ /* seip ]PläeheQNihait jp Quadratmeter« ..sd ist, 'die Spannung 

der Luft noch l — -ri I \^* — ttt- Drückt nun die Luft mit einem 

Gewicht vbn <r Kilograniini auf IQ Meter b«i der^'^Spannung von 
1 Ahn«, so findet man, wenn die Reibung des Kolbens^ an den 
Stiefelwändeh durch eii^ Gewicht von r Kiiogr. überwunden wer- 
dto kann,', för £e Kr^ft*, die zbr Bewegung des Kdbens tiDthlg ist: 

• • '■ ■ ■■■ i :. ... • .■■ ■ ■ -■ - ... I 






:■ ■- . t- 



» ■ 



Bewegt sich der Kolben nun durch den Räum ^x\ so kann diese 
Kfaft als konstant angesehen werden; ihre Arbeit ist alsdaim; » 






' • 1 I • : ■ * ■ I 



Heisst h die ganze Hohe des HAbs, so ist die Arbeit eines Hubs : 






.1» ,«■ 



-•• . -1 . . »■-■■■.. «-N 

t 
-t ■ • 



^A .1. / ff V-' I /«+A\ ' ' ' ' 



• Beuchtet mao» dasui^ /*A;=;^6, und dass bei einem Nieder|(äng'die[ 
Arbeit .biosk^ rh is-t, so findet m;^» die zuoi ;^jt^n Aiif^ und- Nieder- 
gang nöthige Arbeit An dies Kolbens: ... 

Demnach ist die gesapmte Arbeit :^ Vrähreild! »'KoiheAstosfföaf 

• d. l.V 

' ' \ ^ ■ .1 , • 

w«riit.\iii iii^cb di« Grew1i|ii»0 (1) bestimmt ist. - ' i •:" '^ "•'>«- 
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Gesetxty es solle dieses Auspumpen durch eine Dampfma- 
schine von m Pferdeluräßen in t Sekunden vollzogen werden. Eine 
Pferdekraft für die Sekunde werde zu p kilogr. mtrs </?=: 58,823) 
gerechnet, so i^t ^ ' 

mpt = Ay (3) 

wodurch m gefqnden wird. 

.Der Ausdruck von A nimmt, wenn man die Gleichung (1) be- 
achtet, auch die Form an: 



=^nba+2ink r^log(l + -).(ii.-v). 



(2') 



Man sehe, darüber: „Memoire sur rapplication de I'air at- 
mosph^rique conime force niotrice sur les cnemins de fer" 6. 16. 
in Crelle's Journal Bd. 32. S. 24 ff. , wo die Resultate jedoch an- 
ders sind , indem die dortigen Gleichungen (3) und (4) nicht genaa 

richtig sind. Macht man in unserer Formel (2') log (1 .+ -) = -t 

— T — =7» so gelangt man zu den Resultaten der angefiihrten Ab- 
handlung, was darauf hinauskommt, 6 geg^n a zu vernachlässigen. 

a ist nach Cr eile 9418, nach Andern (Archiv IX. S. 342. 
nach Müller' 8 Physik) =10330. 

Bis hierher haben wir eine Luftpumpe mit einem einzigen 
Stiefel betrachtet; wir wollen nun annehmen, dieselbe besitze 
deren zwei, in deren einem der KMben sich hebt, während der 
andere niedersteigt. Derjenige Kolben, der zu Anfang der Ope- 
ration aufsteigt, soll der erste genannt werden. Durch Betrach- 
tangen , die den so eben angestellten ganz ähnlich sind, wird man 
leicht das folgende Tafelohen entwerfen können. Die beiden Stie- 
fel werden vollkommen gleich angenommen und es mögen von 
jedem die Bezeichnungen, die oben von dem einen gebraucht 
wurden, gelten. 

Nach dem Sind noch da Khknitr. Spannung 

derselb. in Atta. 

Isten Au fgane des Isten Kolbens au> — ^. 

Isten Niedergans „ . . gi (;;^)V 

2teo Aufgang „ .. ^, (d^)V 

2ten Niedergang „ ; . ^3 (;^)V 
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Sien Aufgang ; „ .. . (^^ • • • ' • (s^) f»' 

. 3teD NiedOTgang ;, ' . . ^-^^ ., . . . . (^) (»• 

«te» AufgaDg .. . . j^qr^ÄTä, . • • (^^^ f^ 



nten Niedergang ., . . '^-^^^ . . \j^) (t. 

\ • [ #*"l ■■■■\. 

1 

Soll also' währeod n Auf- und Niedergängen des. ersten Kol- 
bens die verlangte Verdünnung sbenrorgebracht sein^ so muss. ' 

sein» welche Gleichung aus (1) entsteht» wenn man 2n statt n 
setzt, was auch nicht anders zu erwarten stand. Die Gleichung 
(4) giebt nun n. 

Berechnen wir nun die nuthige Arbeit. Während dest ^^ten 
Aufgangs des ersten Kolbens ist dieseibe» wie man leicht sieht: 

(U \2n-2 ff 



die zu gleicher Zeit nothige Arbeit zum Niedergang des "Zweiten 
Kolbens ist rh. Geht nun der, erste Kolben wieder nieder, so ist 
die dazu nöthige Arbeit rh, die aber zu gleicher Zeit verwendete 
für den Aufgang des zweiten Kolbens: 

/ a \2»-i b 

JSoniit ist die gesammte Arbeit während des nten Auf- und 
Niederganges des ersten Kolbens: « 

=26« + 4rA— ^^^^pf^srrr^ log (1 + -). 

Setzt man hierin n=l, 2y..,.n und summirt, so findet sich für 
die ganze Arbeit B während der n ersten Auf- und Niedergänge 
des ersten Kolbens: ^ . 
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# 

Sei» um ein Beispiel zu wählen» r=iO, fi=l, v=i» 11=:] 
6=2» ^=4000» so ni^det man» dass die Maschine haben mn| 

« 

100-2 -?;iT7 
: 235292, 



<*«836.^^-4709000.'0.0008677. ,^^3.^^^..^ 



gleich 19 Pferdekräften ungefajir. 
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Dtei neue Theoreme von Caiichy über die regalärA 
Ijeder, aasgezog'en aus den Comptes rendus hebdeaa|| 
Fes des söances de l'Acad^tnie des sciences. Tome '^ 
Mo. 20. (15. Mai 184^ p. 518. 

. 1^ Th^or^me. Les centres des diverses faces d'un polyödre 
Her qnelconque sont les soiDiiiets d^in aii^re poLyedro regulier. D*lil 
denx poijüdres r^guliers, dont l'On a poar sominets les centres im 
de i'autre, sont nccessairement au deiix t^tra^dres, ou un he%Mi\ 
on octa^dre, ou un dud^caödre et nn icosaedre. 

2^ Th^or^mc. Dans tont polyedre regulier, la droite nitfii^ 
centre ä nn soniinet est perpendicnlaire aux plans de divers peljS^ 
rögnliers auxquels appartiennent tous les sommets situ^s hors de * 
droite. 

Si le polycdre donne est un tc^traedre, un seul sommet ta^ ' 
•ur la droite dont il s'agit, les trois autrcs appartiendront ä an tri^ 
^quilat^ral dont Ic plan sera perpendicnlaire a la droite. 

Si le polyedr'e donne est un hexaedre^ ou un octaedre, ou na d< 
ca6dre, ou un icosaedre, deux sommets seront les extremitcs d'aa fli 
diaraetre menc par le centre du polyedre. Les autres sommets tif 
tiendront k deux triangles ^quilatöraux, ou a un seul carr^, on k < 
triangles ^quilateraux et ä deux hexagones reguliers, ou enfin 4j 
pentagones reguliers, dont les plans seront perpendiculaires au dioVi 
dont il s'agit. 

En partant de ces remarques, on di^montrera sans peine nne r^ 
curieuse qu'ont entre eux les trois polyedres dans lesquels troii ff 
aboutissent ä chaque sommet, savoir, le t^traedre, ThexaNre * 
dodecaedre reguliers. Cette relation est exprimee par le theoröme sni" 

3« Th^ör6me. Les sommets de Thexa^dre ou du dod^caMre i 
lier sont en memo temps les sommets de deux ou de cinq Cdtr^ 
reguliers. ^ 

C a u eil y fügt noch hi/izu : 

Vn deplacenient ddtermin^ d*un poly^dre regulier (nurnant antfP^ 
son centre peut toujours ^tre considör^ romme le r^snltat de trois ^ 
cements successifs dont chacuq serait produit par un mouTement ^ 
tation du poljedre autour de Tun des rayons vecteurs men^s da ^ 
aux sommets« ,.. > .-.k^ 
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